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①

多元表征是研究课堂教与学的重要概念。[1]表
征既是数学的一部分，又是理解数学的一个手段，[2]

也是促进学生对数学理解的教学手段。考察中美
小学生数学学习的多元表征使用情况，寻找符合

中国实际的多元表征教学策略，可以更好地进行

新课程数学教学。

一、中美小学生数学学习的多元表征

中国小学生在国际数学几次测试中取得较好

成绩，形成了“中国学习者的悖论”现象，迄今为
止，一直是国际数学教育研究关注的热点。[3]国际
数学教育家蔡金法对国际数学测试结果的深入研

究发现，[4]中国学生在“过程受限”问题（process-
constrained problems，指那些通过实施标准算法就

能解决的问题）表现很好，但在“过程开放”问题
（process- open problems，指通常不能通过一种算法

就可以解决，而是需要对问题情境作新的探索的

问题）中不如美国学生。研究表明，我国学生问题
解决的常规能力优于美国，而问题解决的创新能

力不及美国。进一步的观察分析认为，[5]美国学生
喜欢使用图示的、表格的、言辞的等直观、具体的
表征和与之相应的直接策略，突出非形式化的数

学理解；而中国学生擅长使用符号表征和与之相

应的抽象策略，过分强调形式化的数学抽象。这
从以下中美六年级《比例问题》测试案例[6]可以看
出。
问题：有一些孩子和一些比萨饼，7个女孩平

分 2个比萨饼，3个男孩平均分 1个比萨饼，每个

女孩分得比萨饼与每个男孩分得比萨饼一样多

吗？解释或展示你是如何找到答案的。
90%中国学生如下解答：

1
3
=
7
21
，
2
7
=
6
21
，
7
21
-
6
21
=
1
21
.

或者分数化为小数：
1
3
≈0.33，2
7
≈0.29，0.33-

0.29=0.04，

就可知道
1
3
大于
2
7
。

80%美国学生如下解答：
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解法一：3个女孩分 1个比萨饼，另外 3个女

孩分另 1个比萨饼，这 6个女孩中的每个女孩都

与 3个男孩中的每个男孩分得同样多的比萨饼。
但是有 1个女孩没有分得比萨饼，所以说，每个男

孩分得的比萨饼更多。

解法二：3个女孩分 1个比萨饼，剩下的 4个

女孩分 1个比萨饼，剩下的 4个女孩每人分得的

比萨饼要少于每个男孩分得比萨饼，所以男孩分

得比萨饼更多。

多数中国学生采用符号表征的一般算法，比

较直接地给出答案，显得严谨规范。多数美国学生
采用直观形象表征，给出许多具体算法，显得简洁

明了，甚至有些趣味。可以看出，中国学生在问题
解决时，采用被动的套用公式，模式化倾向较浓；

而美国学生在问题解决时，主动地创建个人喜爱

的方法，个性化倾向较多。我们可以说，形式化的
套用和变式练习有助于学生的基础知识和基本

技能的学习，但是如此下去，或多或少地泯灭了数

学概念理解和问题解决朴实的、生动的、具体的思
维过程以及此过程中的思维火花，不利于学生创

新思维的发展。具体的、形象的教具和表达利于引
起学生的学习兴趣，利于理解数学内容，但是如此

下去，不经过具体材料到抽象概念的建构学习思

考，肯定不利于学生的数学知识结构完善，以及更

好地运用知识解决问题。综合来看，多元表征（言
语表征、图表表征、数字表征和符号表征等）及其
策略的学习可以取中美两国所长，以充分发展学

生的数学思维和创新能力。

二、小学数学多元表征的教学

从以上案例可以看出，学生数学思维和创新

能力发展离不开多元表征的学习。数学学习规律
表现为从具体材料到抽象概念，再到具体问题解

决的一系列过程，体现为非形式化到形式化，再

到更广的非形式化验证和运用。数学内容理解表
现为由直观表征到符号表征转化、以及符号表征
与直观表征的联系，中间交织着言语表征。学生
对数学内容的理解程度表现在自己创建多元表

征形式的过程中。教师将自己对数学内容的理
解、信念和观点等的教学表征转化为学生易于接
受的多元表征，以此发展学生的多元表征，帮助

学生学会数学思考，培养学生创新意识，这应成

为数学教学的重要策略。
1.以直观表征引入数学概念

在小学数学教学中，直观表征表现为具体实

物、模型、图形、表格等可视材料或教具成为小学
生学习的基本辅助材料，形式多样和丰富多彩的

情境表征，可以激发学生学习数学的热情和兴趣，

也可以促进学生的概念性理解。教师首先针对所
学内容，发掘或者创设一些不同类型的直观表征，

帮助学生形成数学概念的知觉理解。如分数 1/2的
认识，可设计其面积表征、集合表征、线段表征、言
语表征和运算表征等，如：

（1）面积表征

（2）集合表征

（3）线段表征

（4）运算表征

1个苹果分给 2个人，可以用 1÷2表示（读作
二分之一）

教师引导学生认识 1/2的不同表示，给以直观

形象的认识，从概念涉及的外延上启发学生对 1/2

的意义思考。这样的概念引入从广度上为概念理
解打下了基础，也激发了学生的学习兴趣。
在直观表征使用上，美国教师在数学教学上

过分依赖直观表征，经常使用具体的、可操作的教
具或模型。当然，使用这些教具或模型的目的显然
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不仅仅是为了追求数学课堂教学的趣味性，更多

地是帮助学生理解抽象的数学内容。要真正理解
所学内容，教师应让学生明确具体与抽象之间的

关系，让学生认识到所学的数学内容是具体模型

的抽象，是认知的一种飞跃。只有通过思维，才能
把握到事物抽象的本质。
具体直观表征的使用有助于促进学生思维从

具体到抽象发展，但是过多的使用则有可能妨碍

学生对数学内容的深层次理解，使学生的理解和

思维停留在低层次水平上。
2.多元表征变式加深数学理解

美国 NCTM在 2000年的《学校数学课程标准
与原则》中指出，“不同的表征将导致不同的思维
方式”，[7]它建议学生不仅应该学会在问题解决过
程中选择、使用与转化各种数学表征，而且应能够
在概念的不同表征之间建立广泛的联系。就像德
雷费斯（Dreyfus）和艾森伯格（Eisenberg）（1996）指

出的，“任何表征将能够表达出部分但不是全部的
信息，凸显其中的一些方面，而隐藏另一些”。[8]在
数学教学上，创设或操作多元表征来适合知识和思

维，可以帮助学生更快地形成数学抽象表征，达到

数学本质理解。恰当的多元表征变式可以起到如
此作用。如对 1/2的理解，可设计或变式其面积表征、
集合表征、线段表征、言语表征和运算表征等，如：
（1）面积表征变式

（2）集合表征变式

（3）线段表征变式

（4）运算表征变式
A、1个苹果分给 2个人，可以用 1÷2表示（二分之一）。
B、小玉有 3元，小伟有 6元，小玉是小伟的几倍？表示
为 3∶6=1/2。
C、一个月饼分给 2个人，每个人吃 1/2。
（注：每一个表征的变式中，前两个是肯定变式，后一个

是否定变式。）

教师引导学生对 1/2的不同表征进行变式，给

以抽象本质的认识，从概念内涵上启发学生对 1/2

的意义思考。这样的概念理解从深度上为概念的
巩固找到了捷径，也培养了学生的数学抽象能力。
在表征变式使用上，中国教师在数学教学上

过分依赖符号表征变式，经常使用概念本质属性

的标准变式和非标准变式。当然，使用这些变式的
目的显然不仅仅是为了追求课堂教学的趣味性，

为变式而变式，而是更多地帮助学生理解抽象的

数学内容。多元表征变式[9]就不单是针对概念进行
本质变式，而应该针对概念形成的有关概念意图

（多元表征）的每个表征进行变式，达到多元表征

的有效转化和联系，由此形成学生丰富的图式，便

于学生理解数学和运用数学。
多元表征中的每一个表征都是学生学习的知

识，都有其实质内容，只不过表达形式不同而已。
通过多元表征的变式，可以解决背景资源不足和

种类不够丰富的困难，达到知识组织的完善、有序，
利于知识的提取和加工。但是，过多的使用则有可
能增加学生对数学内容的理解负荷，使学生的理

解和思维停留在混沌状态上。
3.引导学生自己创建多元表征

案例测试表明，通过实际切比萨饼来解决1/2

的相关问题，几位中国学生做得不够理想。由此看
来，中国学生自己构建数学表征的机会较少。学生
构建自己的表征应该从直观的形象表征开始，应

多给中国学生机会，让他们从实际的、直观的角度
构建自己对数学概念、关系和法则的表征，深化或
完善抽象表征理解。
开始时，教师应用具体表征或实际操作来鼓

励学生运用自己的策略来理解数学或解决问题。
学生的策略可以是教师教过的，也可以是教师没

有教过的。当然，随着学生数学概念的发展，要求
教师帮助他们形成更多概括性的表征和策略，从

而发展他们对数学的抽象思维和概念性理解与运

用，从中发展他们的创新能力。以下介绍美国教师
引领学生创建多元表征解决问题的案例[10]改编，以

给中国教师提供教学参考。
问题：如图 1，2 个足球、1 顶帽子的价钱一
共是 80 美元，1 个足球、2 顶帽子的价钱一共
是 76 美元，问每个足球和每顶帽子的价格各是

多少美元？
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（1）教师引领学生用图形表征进行求解

解法一：

利用所给图 1，如果把两组图形加起来，就可

以发现 3 个足球和 3 顶帽子的价钱一共是

80+76=156美元。那么 1个足球和 1顶帽子的价
钱一共是 156÷3=52美元，然后从图 1的第一行
可以得到，1个足球的价格为：80- 52=28美元，从

而 1顶帽子的价格是 24美元。
解法二：

从图 2可以看到，从图 2中的第一行到第二

行，把 1个足球换成 1顶帽子，总价钱减少了 4美

元，如果再把第二行的足球换成帽子，就可得到第

三行图形，即包含 3顶帽子，第三行的价钱也应该

比第二行少 4美元，这样就得到 3顶帽子的价钱

是 72美元。进一步就可以分别求得足球和帽子的
价格。

评注：解法一解题策略，来源于图形表征的结

构观察，进行图形化归或化简运算后，得出答案。
解法二解题策略，也是对图形比较或变式的结果，

方法更加简便。此法利用了图形的信息，把握了各
个量之间的关系，激发了学生学习兴趣，培养了学

生创新能力。两种解法类似于古代中国算筹求解
方程的方法，给人以数学美的感受。
（2）教师引领学生用表格表征进行求解

解法三：根据已知，可以构造下面的表 1，从

80美元到 76美元找出相差 4美元的规律，进而完

成表格中带括号的数据 84美元和 72美元，可以

得到足球和帽子的价格。

评注：该解法利用各种“现实量”或“可能量”
列表发现规律，得到答案。这种探索性求解对于特
殊问题的特殊解答，对培养学生发现问题、分析问
题和解决问题能力的意义重大。当然得到的结果
还需代回原题进行检验。这种解法内含着直线图
解的思想，给人以许多启发。
（3）教师引领学生用符号表征进行求解

解法四：

设足球的价格是 x 美元，帽子的价格是

（80- 2x）美元，由题意得：

x+2（80- 2x）=76

解得：x=28

当 x=28时，80- 2x=24

解法五：

设足球的价格是 x美元，帽子的价格是 y美

元，由题意得：

2x+y=80

x+2y=7
!
6

解得：x=28，y=24

评注：直观图形或表格求解，也离不开数学概

念法则和思想，对培养学生创新意识有非常好的

作用，但仍需要走向符号表征的解决，体会数学概

念和法则的直接解决问题的优越性，把握数学思

想方法的真谛，培养学生的数学思维能力。但是，
符号表征解决问题时也是离不开直观表征的辅助

理解。经过这样的引导训练，学生真正体会了多元
表征之间的联系和转化作用。
这就是说，无论哪种表征求解问题，实质上都

是数学模型或模式在起作用，只不过是某种表征

更容易显现模式特征，即数学关系或结构更加直

观、直接，而这种表征利于这个年龄段的学生学习
和思考，可以达到我们的素质教育目标，这就是我

们常说的多元表征之间的联系和转化的旨意所

在。利用多元表征目的是适合学生的学习方式，帮

图 1

图 2

表 1

足

球

数

量

3 （84）
2 80
1 76
0 （72）

0 1 2 3
帽子数量
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Mathematics Teaching Based on Multi-Representations of Chinese and U. S.
Primary School Mathematics Learning

LI Jing

Abstract：Chinese and U. S. pupils' learning achievements benefits from the use of different representations.
Multi- representations can be conducive to the development of students' mathematical thinking and innovation a-

bility. In mathematics classroom teaching involved multi- representation，mathematical concepts should be intro-

duced through visual representation，mathematical understanding should be deepened through multi- representa-

tion's variation，students should be guided to create multi- representations for themselves.

Key words：multi- representations；variation；mathematics teaching

助学生建构自己的数学。为此，教师引导学生创建
自己对数学概念、法则公式和观念的表征，甚至进
行问题解决时的自我表征的发挥，既利于巩固或

者加深数学知识的思考，又可培养学生积极的学

习情感和态度。应特别说明的是，在教师创设一定
活动情景下，鼓励学生创新多元表征，以此进行小

组活动，可以真正达到新课改要求的数学教学活

动水平。
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