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【摘要】专题复习是一种重要的复习形式，如何设计好一节专题复习课是教育界同行一直关注的问

题．文章概述了本原性问题驱动下初中数学专题复习教学工作的开展，对平面几何中的定值问题这一专

题的复习做了一些尝试和思考，提出基于本原性问题驱动的专题复习的实施策略，以此培养学生的

数学核心素养．
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　 　 引　 言

专题复习是一种重要的复习形式，一线教师

经常将专题复习课当成习题课，将同一类型的题

目再整理、再练习，学生面对专题复习也很迷茫．
如何设计好一节专题课，如何让专题课深入浅

出，更容易被学生接受是这些年来教育界同行一

直关注的问题．现代教育学借鉴哲学中对于“本
原”的理解和思考方式提出了本原性问题驱动的

理念．这是从教学方法的设计角度出发的，对学习

活动中最为原始、朴素、本质的观点、思想和方法

进行引导，从而激发学生对最本质的问题的主动

性探索和认知，激发学生展开学习的原动力．本原

性问题驱动下的初中数学教学，指的是教师在课

堂教学中设计系列问题，环环相扣，把学生的学

习分层引向深入，进而有效地激发学生理解和体

验数学内容的本质．
下面结合平面几何中的定值问题这一专题

的设计谈谈对教学的实践和思考．

　 　 一、教学之困

（一）专题涉及内容之宽泛

一节专题课的内容涉及方方面面，一个专题

涉及不同的题型、不同的知识点，甚至多种思想

方法．在教学中如何把握、如何理清思路、如何引

导学生深入思考都是每一节专题课前教师必须

思考的问题，对教师来说是不小的挑战．
（二）教学形式之僵化

在日常教学中，专题课的形式较为单一，一
些教师追求对数学知识与方法的全面讲解，表现

为对数学知识与方法的简单堆积与重复．将专题

课简单上成了习题课，缺乏条理和连贯性，教学

收效甚微，无法形成解决一类问题的策略，更无

法直指要害给学生留下深刻印象．

　 　 二、 教学之行

（一）课堂实施

在平面几何中，定值问题就是研究图形运动

过程中不变量的问题，常常与动态问题相结合，
通常会去探求不变的角度、线段的和差倍分、图
形面积等．

１．基于简单情境的初步感知：合作与激发

已知条件 　 在 Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠ＡＣＢ ＝ ９０°，Ｄ
为线段 ＡＢ 的中点．

　 图 １

问题（１）　 如图 １，ＡＣ ＝ＢＣ，
一直角的顶点与点 Ｄ 重合，绕着

点 Ｄ 转动，点 Ｅ，Ｆ 分别在线段

ＡＣ，ＢＣ 上，且 ＥＤ⊥ＤＦ．运动过程

中有哪些不变的量或不变的

关系？
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师：大家一起来说说看．
生：有很多不变的量，∠Ａ，∠Ｂ，∠Ｃ，∠ＥＤＦ

的度数均不变；还有很多线段的长度也不变，如
ＡＤ，ＢＤ，ＡＣ，ＢＣ，如果把 ＣＤ 连起来，ＣＤ 的长度也

不变．
师：有同学补充吗？
生：四边形 ＣＥＤＦ 的面积应该也保持不变．
师：你能否大胆猜想一下四边形 ＣＥＤＦ 的面

积是 Ｒｔ△ＡＢＣ 面积的几分之几？

生：我猜应该是
１
２
．

师：你是如何猜到的？
生：在∠ＥＤＦ 绕着点 Ｄ 转动的过程中，可

以取临界状态，如当点 Ｆ 与 Ｂ 重合时，则点 Ｅ 就

与点 Ｃ 重 合， 这 时 四 边 形 ＣＥＤＦ 就 变 成 了

△ＢＤＣ，面积恰好是 Ｒｔ△ＡＢＣ 面积的一半．或者

观察运动过程中的特殊位置，当∠ＥＤＦ 绕着点 Ｄ
转动到角两边分别与直角三角形两直角边垂直

时，这时四边形 ＣＥＤＦ 就变成了一个正方形，面
积恰好也是 Ｒｔ△ＡＢＣ 面积的一半．

师：通过观察计算一些临界状态或者特殊位

置，我们猜想得出四边形的面积是定值，所以在

碰到问题不知如何处理时，我们可以先通过一些

特殊的位置或者状态进行大胆猜想．但是光有猜

想还不行，能否把特殊情况推广到一般情形呢？
也就是说我们该如何严格证明四边形的面积是

一个定值？
生：连接 ＣＤ 后，运动过程中△ＥＤＣ 和△ＦＤＢ

好像总是全等的．

　 图 ２

师：你是如何发现图 ２ 中三

角形全等的？ 图形运动过程中

除了有不变的量还有哪些不变

的关系吗？
生： 连 接 ＣＤ 之 后， 易 得

∠ＥＣＤ ＝ ∠Ｂ ＝ ４５°， ∠ＣＤＢ ＝
∠ＥＤＦ＝ ９０°，由此可知∠ＥＤＣ ＝
∠ＦＤＢ ．同时 ＣＤ＝ＡＤ＝ＢＤ，故△ＥＤＣ 和△ＦＤＢ 是

全等的，所以在转动过程中四边形 ＣＥＤＦ 的面积

与△ＢＤＣ 的面积是相等的，是一个定值．
设计意图　 平面几何中的定值问题的实质

是探索动态过程中的不变量，教师首先选取教材

中的问题作为引入，让学生有似曾相识的感觉，
拉近与学生的距离，其次提出了一个本原性问

题：运动过程中有哪些不变的量或不变的关系？

这一问题揭示了定值问题的本质，即：探索动态

过程中的不变量．当然这一问题的解决并不轻松，
引导学生可从多个方面去考虑，不变的角、线段、
面积，也就说明了平面几何中定值问题经常涉及

的题型有角度为定值、线段的和差倍分是定值、
面积是定值等．探究哪些量是定值的过程可以培

养学生的数学眼光．当考虑到面积时，学生凭借几

何直观作出了大胆的猜想，猜想四边形 ＣＥＤＦ 的

面积可能是一个定值，稍后教师以“你能否大胆

猜想一下四边形 ＣＥＤＦ 的面积是 Ｒｔ△ＡＢＣ 面积

的几分之几？”这样的小问题驱动学生进一步思

考，激发学生强烈的好奇心和求知欲，选取特殊

的位置或临界状态推测这一定值，动中取静、
以静制动．最后，教师要求学生用严格的逻辑证明

将结论推广到一般情形．面对这一要求，部分学生

不能立刻找到思路，这时教师试图引导学生回到

最先提出的问题，即“图形运动过程中除了有不

变的量还有哪些不变的关系吗？”通过分析运动

过程中不变的关系，这里不变的关系包含角之间

的关系、线段之间的数量和位置关系，还有面积

之间的关系等，构造全等三角形，理清证明的思

路，从而将特殊推广到一般，使学生初步感知解

决定值问题的一般策略和路径．
２．基于变式的认知深入：建构与优化

　 图 ３

问题（２） 　 已知条件不变，
如图 ３，若∠Ｂ ＝ ６０°，直角∠ＥＤＦ
绕点 Ｄ 转动过程中有哪些不变

的量或不变的关系？
追问 １：与（１）中一样的结论

我们不再重复，试图寻找不同的

结论，问题（１）中 ＤＥ ＝ ＤＦ 的结

论在这张图中还成立吗？
追问 ２：ＤＥ 和 ＤＦ 没有相等

关系，可不可能存在其他关系呢？
追问 ３：我们如何猜想这两条线段之间的关

系？ 大家打算选取什么样的特殊位置呢？
追问 ４：有了初步的猜想后，我们仍旧要进行

严格证明，对于两条线段的长度之比，你打算如

何证明呢？
追问 ５：通过以上两个问题的探讨，对于解决

这一类问题，同学们有没有什么想法？ 说说看．
设计意图　 将问题稍作变形，往往可以得出

不同的结论．设计问题（２）是为了让学生加深对

平面几何中的定值问题的认识和理解，着重引导
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学生探索 ＤＥ 和 ＤＦ 两条线段长度的数量关系，
类比上一问，选取特殊位置进行猜想，课堂中学

生选取∠ＥＤＦ 的两边 ＤＥ 和 ＤＦ 分别与 ＡＣ，ＢＣ

垂直这样的特殊位置，大胆猜测
ＤＥ
ＤＦ

应该是
３
３
，后

　 图 ４

通过构造相似，如图 ４ 所示，过
点 Ｄ 分别向 ＡＣ，ＢＣ 作垂线，垂
足分别为 Ｅ′，Ｆ′，可得△ＤＥ′Ｅ 和

△ＤＦ′Ｆ 相似，从而利用对应边

成比例即可得证．通过对上述两

个问题的探究学生可形成解决

该类问题的一般路径：通过特殊

位置或者临界状态对定值作出

猜想，再进行严格的推理证明，
将特殊推广到一般．这样的探索过程能不断优化

学生的认知结构，引导学生学会用数学的思维去

思考．
３．基于类比的能力提升：表达与生成

问题 （ ３） 　 已知条件不变，如图 ５，直角

∠ＥＤＦ 绕点 Ｄ 顺时针旋转，旋转角 α （ ０° ＜α ＜
６０°），旋转过程中的任意两个位置分别记为

∠Ｅ１ＤＦ１，∠Ｅ２ＤＦ２，ＤＥ１交直线 ＡＣ 于点 Ｐ，ＤＦ１交

直线 ＢＣ 于点 Ｑ，ＤＥ２交直线 ＡＣ 于点 Ｍ，ＤＦ２交直

线 ＢＣ 于点 Ｎ，求ＰＭ
ＱＮ

的值．

图 ５

追问 １：基于问题（１） （２）的解决经验，你能

否类比之前的做法来思考这一问题？

追问 ２：你选取何种特殊位置来猜想
ＰＭ
ＱＮ

的值？
追问 ３：我们把∠Ｅ１ＤＦ１，∠Ｅ２ＤＦ２转动至一

般的位置，如何证明你的猜想？
设计意图　 该变式是前面两问的延续，让学

生重视已有学习经验，类比之前解决定值问题的

策略，通过引导学生小组讨论和合作交流，在解

决问题的同时渗透转化思想，提升学生的数学语

言表达能力，激发学生身上的无限可能．题目需求

ＰＭ
ＱＮ

的值，说明
ＰＭ
ＱＮ

应该是定值，对于定值未知的定

　 图 ６

值问题，学生仍旧可

以遵循先猜想后证

明的路径，选取如图

６ 所示的特殊位置

猜想定值，此时，易
发 现 △ＤＰＭ 和

△ＤＱＮ 是相似的，

那么
ＰＭ
ＱＮ

＝ ＰＤ
ＱＤ

＝ ３
３
．再推广到一般，把∠Ｅ１ＤＦ１，

∠Ｅ２ＤＦ２转动到较为一般的位置，题中求 ＰＭ，ＱＮ
两线段长度的比值，易联想到三角形相似，通过

证两对角分别相等可得△ＤＰＭ 和△ＤＱＮ 相似．
ＰＭ
ＱＮ

就可以转化为相似三角形对应边上的高之

比，而这一比值在之前的问题中学生已经求解

过，是 ３
３
．

问题（４） 　 若上题中∠Ｂ ＝ β（６０°＜β＜９０°），

其余条件不变，判断
ＰＭ
ＱＮ

的值是否为定值？ 如果

是，请直接写出这个值（用含 β 的式子表示）；如
果不是，请说明理由．

设计意图　 多方面渗透从特殊到一般的思

想方法，让学生学会把结论推广到更一般的情

况，认识问题的本质，加深对学科知识的理解和

思考．
４．基于迁移的方法应用：延伸与拓展

新问题 　 如图 ７，已知∠ＭＯＮ ＝ ９０°，ＯＴ 是

∠ＭＯＮ 的平分线，Ａ 是射线 ＯＭ 上一点，ＯＡ ＝
８ ｃｍ．动点 Ｐ 从点 Ａ 出发，以 １ ｃｍ ／ ｓ 的速度沿 ＡＯ
水平向左作匀速运动，与此同时，动点 Ｑ 从点 Ｏ
出发，也以 １ ｃｍ ／ ｓ 的速度沿 ＯＮ 竖直向上作匀速

运动．连接 ＰＱ，交 ＯＴ 于点 Ｂ．经过 Ｏ，Ｐ，Ｑ 三点作

圆，交 ＯＴ 于点 Ｃ，连接 ＰＣ，ＱＣ．设运动时间为 ｔ ｓ，
其中 ０＜ｔ＜８．

图 ７

（１）求 ＯＰ＋ＯＱ 的值．
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（２）四边形 ＯＰＣＱ 的面积是否为定值？ 若

是，求出这个定值；若不是，请说明理由．
设计意图　 将直角与圆结合起来，产生新的

定值问题．第（１）问求线段和的定值，是显而易见

的，学生很容易解决．第（２）问探索四边形 ＯＰＣＱ
的面积是否为定值，略有难度．在这里教师试图引

导学生通过设参计算的代数方法去解决，可证明

△ＰＣＱ 是等腰直角三角形，则 Ｓ△ ＰＣＱ ＝ １
２
ＰＣ·

ＱＣ＝ １
２
× ２

２
ＰＱ· ２

２
ＰＱ ＝ １

４
ＰＱ２，在 Ｒｔ△ＰＯＱ 中，

ＰＱ２ ＝ＯＰ２ ＋ＯＱ２ ＝ （８－ｔ） ２ ＋ ｔ２，再由四边形 ＯＰＣＱ
的面积 Ｓ＝Ｓ△ ＰＯＱ＋Ｓ△ ＰＣＱ即可得出答案，旨在引导

学生多角度思考，拓宽解题思路．
（二）课后延伸

教师继续以问题驱动学生拓展学习：针对

以上问题，你还有其他方法吗？ 能否也用几何方

法来解决呢？ 请大家课后思考．
设计意图　 解决问题的方法往往不是唯一

的，思考问题的角度也不一定是唯一的，引导学

生从多维度去思考问题，让学生发现平面几何中

的定值问题有时可以用代数方法去计算求解，有
时也可用几何方法去证明．教师在专题复习中要

帮助学生归纳总结解决一类问题的策略与方法，
但不要带给学生思维上的枷锁，要遵循本原性问

题的开放性和发展性原则，让学生得到多重的

数学体验．

　 　 三、 教学之思

数学专题复习是初三后期复习中的“重头

戏”，本原性问题驱动下的教学为师生打开了专

题复习的新思路，让专题复习之路走得更加平稳

扎实．
（一）明确问题本质，寻求解决策略

在本原性问题的引导过程中，层层深入，加
深对问题数学本质的理解．本节课在探究平面几

何中的定值问题时，教师始终引导学生分析图形

运动过程中的不变量和不变关系，帮助学生明确

问题本质，通过自主探索、合作交流找到解决这

类问题的基本策略和方法，先特殊探求，再理性

证明，让专题复习不再漫无目的．
（二）完善课堂结构，渗透数学思想

在教学中教师要善于运用本原性问题引导

学生揭示知识的内在结构，用“联系”的观点提升

学生思维的深刻性．本原性问题的设计需要经过

反复推敲，好的问题设计有利于完善课堂结构，
让学生参与到课堂中来，充分发挥学生的聪明才

智，集思广益让课堂立体而饱满，在探索思考解

决问题串的过程中渗透数学常用的思想方法．如
本节课中学生能够明晰定值问题中常见的题型，
经常涉及从特殊到一般、转化、数形结合等数学

思想．
（三）注重循序渐进，发展核心素养

本原性问题的设计应该更加注重问题的层

次性和关联性，可以从简单的问题出发，层层深

入，循序渐进，培养学生的数学眼光，找准学生的

最近发展区，鼓励学生用数学的思维去思考、用
数学的语言去表达，激发学生对数学的学习兴

趣，树立学习数学的信心，注重提升学生的课堂

感受，发展核心素养．

　 　 结　 语

数学家哈尔莫斯曾说“问题是数学的心脏”，
好的数学问题可以直击数学本质，引发学生深入

思考，甚至触类旁通．“本原性问题驱动课堂教学

的理念”为专题复习提供了新的思路，同时对广

大教学工作者提出了不小的挑战．能否通过提出

本原性问题引发学生思考，这要求教师全面了解

学生学情、深刻理解课标、深度剖析问题本质、明
确专题素养导向，在发现问题、提出问题、分析问

题、解决问题的专题复习课中做学生探究活动中

的组织者、引导者、合作者，让课堂自然生成，让
核心素养的提升有章可循．
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