道是有圆却无圆，道是无圆又有圆
——2020年常州市中考数学第27题解题研究
常州市滨江中学  张明诘
摘要：几何新定义是近几年中考常考题，2020年常州市中考数学第27题对学生的阅读理解、综合分析能力提出了较高的要求。解决新定义题目，要紧抓定义，数形结合，找到基本模型。
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常州中考一般第26题考察新定义，第27题考察圆。2020年常州中考数学将这两种类型的题目相结合，从之前考察纯几何的圆知识，到着重考察学生的阅读理解、综合应用能力。试题突出了新课程改革标准的基本理念，重视对学生核心素养的考察。
一、试题呈现
如图1，⊙I与直线a相离，过圆心I作直线a的垂线，垂足为H，且交⊙I于P、Q两点（Q在P、H之间）．我们把点P称为⊙I关于直线a的“远点”，把PQ•PH的值称为⊙I关于直线a的“特征数”．
（1）如图2，在平面直角坐标系xOy中，点E的坐标为（0，4）．半径为1的⊙O与两坐标轴交于点A、B、C、D．
①过点E画垂直于y轴的直线m，则⊙O关于直线m的“远点”是点　  　（填“A”、“B”、“C”或“D”），⊙O关于直线m的“特征数”为　 　；

②若直线n的函数表达式为，求⊙O关于直线n的“特征数”；


[image: C:\DOCUME~1\ZHANGM~1\LOCALS~1\Temp\1605788381(1).png]（2）在平面直角坐标系xOy中，直线l经过点M（1，4），点F是坐标平面内一点，以F为圆心，为半径作⊙F，若⊙F与直线l相离，点N（－1，0）是⊙F关于直线l的“远点”，且⊙F关于直线l的“特征数”是，求直线l的函数表达式。
[image: 菁优网：http://www.jyeoo.com]
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二、试题解读
本题位于整卷的倒数第二题，是新定义的原创压轴题，综合性强，难度较高。新定义中涉及圆，但仅以圆作背景，实质上是将几何问题代数化。
第（1）问的第①题为顺向解义，顺着定义的方向解释意义，难度较小，学生基本能解决。第（1）问的第②题为逆向建义，根据定义反向建立定义，难度有所提升，紧抓定义的同时还要求学生利用三角函数，进行相应的求解，也为第（2）问做了铺垫。



大部分学生解决第（1）题问题不大，但解到第（2）题时，感到困难，难以入手，原因在于变量过多，难以作图。其实第（2）问还是需要紧抓定义，由点N（－1，0）是⊙F关于直线l的“远点”，且⊙F关于直线l的“特征数”这个条件，得到NQ•NH=，所以NH=，草图如图3。N到直线l的距离确定，l过定点M（1，4），由两个条件即可确定直线l的解析式。题中有明圆，理解新定义后，可以将圆的背景去掉。
三、解法探究
第（1）问较为简单，故下文仅探究第（2）问的解法。解法一和解法二通过点到直线的距离求出直线的斜率k的值，加上定点M（1，4）这个条件，求出解析式。
解法一：点到直线的距离公式

直线l经过点M（1，4），设直线l：y=k（x－1）+4，N到直线l的距离等于，可以直接应用高中的点到直线的距离公式求k的值。






如过直线l的方程为Ax+By+C=0，点P的坐标为，则P到直线l的距离为点到直线的距离公式为。利用公式，代入相关数据得，所以k1=－3，k2=， 则直线l：或.
点到直线的距离公式是高中内容，对初中生难度较大，但是有部分学生参加过自主招生培训，平时积累较多，能力较强，可以用公式解决问题。
解法二：圆方程


N（－1，0）是定点，NH1=是定长，利用圆的集合定义：到定点距离等于定长的点的集合是圆，所以以N为圆心，为半径作圆，H可以看作是⊙N与l的唯一交点。







如图4，直线l过M（1，4），则设l：y=k（x－1）+4，联立圆方程和直线方程：，化简得，令，则，所以k1=－3，k2=，则直线l：或.

圆方程也属于高中知识，但可以用初中范围内的圆的集合定义解释，或者可以理解为点与点之间的距离公式。将点看作是两条轨迹的交点，联立方程，，求得直线解析式。在去除圆的背景后可以发现其实题中隐藏了圆。
[image: 1604992753(1)][image: ][image: ][image: ][image: ]
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下面四种解法是关注特殊点，求出特殊点坐标，利用待定系数法求出直线l解析式。
解法三：K型图




圆方程对学生来说难度较大，但是以N为圆心，为半径作圆学生理解起来较容易。本题不用圆方程也可以解决， 因为，所以，将看作是斜着放置的直角，利用K型图，化斜为直。



如图5，过H1作x轴垂线，过M、N作这条线的垂线，垂足为E、F。易证，四边形MH1NH2是正方形，MH1=H1N，故,设ME=a，则H1F=ME=a，NF=ON+OF=ON+1+ME=2+a，H1E=NF=2+a，所以EF=2+a+a=2+2a，又因为EF=4，则a=1，所以H1（2，1），则直线MH1：，同理，直线MH2：.
化斜为直在初中阶段是常用的数学方法，而化斜为直中最为常见的就是使用K型图，初中阶段，题中有斜着放置的直角，利用K型图，构造相似，得到对应线段成比例，进而运算。当然，可以不作隐圆⊙N，只作垂直。
解法四：直线的旋转


M、N点确定，则直线MN可以由待定系数法求出，因为,所以，那么就可以看作将MH1绕着点M顺时针方向旋转45度。



如图6,，过定点N（0，－1）作定直线MN的垂线，交MH1于K，构造K型图，,故LM=PN=2,LN=PK=4,那么K（3，－2），结合M（1,4），所以l：，同理，得到
直线的旋转可以通过构造K型图求出再求得一点，从而求出解析式，其中最为简便的方法就是过顶点作定直线的垂线，其他构造通过运算也可完成，但是运算量较大。作图时，同解法三，可以省去圆。
解法五：面积法




解法一中的点到直线的距离公式已经超过初中知识范围，但是也完全可以用初中知识解决。N到直线l的距离为，即 ，NH1=，可以将NH1看作是的边MG上的高线。









如图7，设直线l与x轴交于点G（，0），，代入数据， ，化简得：，则，所以G1（，0），G2（，0），结合M（1，4），利用待定系数法，则直线 l：或.
[image: C:\DOCUME~1\ZHANGM~1\LOCALS~1\Temp\1605789165(1).png][image: C:\DOCUME~1\ZHANGM~1\LOCALS~1\Temp\1605707442(1).png][image: 1604994115(1)]高中更注重代数方法，初中可以将代数问题几何化，数形结合，以本题为例就是用面积法解决点到直线的距离问题。看到垂线，联想到三角形中的高，利用面积法，算出方程解得所需结果。
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解法六：三角函数

如图8，过M作x轴垂线，垂足为J，在两个直角三角形中，分别表示出正切即可列出方程进行求解







设G（m，0），则OG=m，JG=m－1，NG=m+1，所以，，故，解得m1=－11，m2=，所以G（－11,0）或（，0），故l：或.
利用三角函数运算是常用的方法，初中阶段只考虑锐角三角函数，角确定，则三角函数确定，在直角三角形中，利用三角函数运算，在一些有特殊角的三角形中，可以通过添加垂线解三角形。
4、 解题思考
解决新定义题目，最关键的就是读懂题意，提取关键信息，然后紧抓定义内容，由定义入手。同时，将新定义内容转换成已学过的初中知识，以旧知解新题。本题中紧抓远点、特征数的定义，实质上是求点到直线的距离，从而找到突破点，找到基本模型，例如：K型图、面积法等 
本题以明圆为背景，理解定义后可以去除圆的背景，但再深入思考，题中隐藏了一个圆，可以作出隐圆，但实际做题时发现，这个隐圆也可以略去，简化图形，做到眼中无圆，心中有圆。
oleObject1.bin

image42.wmf
(

)

1

2

10

tan

110

NGH

m

Ð=

+-


oleObject51.bin

image43.wmf
(

)

2

410

1

110

m

m

=

-

+-


oleObject52.bin

image44.wmf
3

7


oleObject53.bin

image45.wmf
3

7


oleObject54.bin

image46.wmf
7

3

+

-

=

x

y


oleObject55.bin

image2.png
5x




image47.wmf
3

11

3

1

+

=

x

y


oleObject56.bin

image3.wmf
2


oleObject2.bin

image4.wmf
5

4


oleObject3.bin

image5.png
S

(B




oleObject4.bin

image6.wmf
5

4


oleObject5.bin

image7.wmf
10


oleObject6.bin

oleObject7.bin

image8.wmf
00

(,)

xy


oleObject8.bin

image9.wmf
00

22

AxByC

d

AB

++

=

+


oleObject9.bin

image10.wmf
2

(11)40

10

1

k

d

k

--+-

==

+


oleObject10.bin

image11.wmf
3

1


oleObject11.bin

image12.wmf
7

3

+

-

=

x

y


oleObject12.bin

image13.wmf
3

11

3

1

+

=

x

y


oleObject13.bin

oleObject14.bin

oleObject15.bin

image14.wmf
(

)

2

22

1+(10)

(1)4

xy

ykx

ì

+=

ï

í

=-+

ï

î


oleObject16.bin

image15.wmf
(

)

(

)

2222

1282870

kxkkxkk

++-+++-+=


oleObject17.bin

image16.wmf
0

=

Δ


oleObject18.bin

image17.wmf
2

3830

kk

+-=


oleObject19.bin

oleObject20.bin

oleObject21.bin

oleObject22.bin

oleObject23.bin

image18.png




image19.png




oleObject24.bin

image20.wmf
1

NHl

^


oleObject25.bin

image21.wmf
1

=90

MHN

Ð°


oleObject26.bin

image22.wmf
1

MHN

Ð


oleObject27.bin

image23.wmf
FN

H

MEH

1

1

D

@

D


oleObject28.bin

image24.wmf
7

3

+

-

=

x

y


oleObject29.bin

image25.wmf
3

11

3

1

+

=

x

y


oleObject30.bin

image26.wmf
2

2

cos

1

1

=

=

Ð

MN

NH

MNH


oleObject31.bin

image27.wmf
o

45

1

=

Ð

MNH


oleObject32.bin

image28.wmf
NPK

MLN

D

@

D


oleObject33.bin

oleObject34.bin

oleObject35.bin

oleObject36.bin

oleObject37.bin

oleObject38.bin

image29.wmf
1

MNH

D


oleObject39.bin

image30.wmf
m


oleObject40.bin

image31.wmf
1

11

22

MNGM

SMGNHNGy

==

Δ

gg


oleObject41.bin

image32.wmf
(

)

(

)

2

11

1161014

22

mm

-+=+´

g


oleObject42.bin

image33.wmf
2

326770

mm

+-=


oleObject43.bin

image34.wmf
12

7

,11

3

mm

==-


oleObject44.bin

image35.wmf
7

3


oleObject45.bin

image36.wmf
11

-


image1.wmf
4

3

+

=

x

y


oleObject46.bin

oleObject47.bin

oleObject48.bin

image37.png
-5





image38.png




image39.png




image40.wmf
MGJ

Ð


oleObject49.bin

image41.wmf
4

tan

1

MGJ

m

Ð=

-


oleObject50.bin

