由旋转60°联想到的数学模型
——以2022年江苏苏州中考第8题为例
张明诘 常州市滨江中学 213034

摘要：日常教学中，教师不仅要引导学生探索解题思路，而且要注重基本思想、基本方法和经验的总结，对几何题中常见的图形进行延伸和拓展，培养学生模型观念，通过一题多解将试题教学引向深度思考。本文以2022年江苏苏州中考第8题为例进行探究。
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1试题及分析










如图1，点的坐标为，点是轴正半轴上的一点，将线段绕点按逆时针方向旋转得到线段。若点的坐标为，则的值为（     ）图1



A.                B.            


C.    　　      　D.

分析：本题以平面直角坐标系为背景，立足旋转等核心知识。学生需要操作、观察、猜想、再用演绎推理，思考如何将旋转60°前后的两条线段通过转化集中到一个图形中。由旋转60°这一关键条件出发，探究和解决问题的过程不仅能体现学生几何直观、转化和模型思想等数学素养，还能考查学生在猜想、尝试等数学活动中发现问题和提出问题、分析和解决问题的能力。

2 解法探究
2.1运用“两点间距离公式”



将线段绕点按逆时针方向旋转得到线段AC，由旋转的性质：旋转前后图形的大小形状不变，得AB=AC，可以利用两点之间的距离公式进行运算。但是计算较为繁琐，笔者猜想，出题者本意是想让学生利用几何知识解决，而非解析法。图2




解法1：连结，设点的坐标为。如图2。


由旋转知，，

∴是等边三角形，

∴，

∴，

即，，


消去得，，


解得（舍去），，

∴（舍负）。

2.2构造一线三等角
由题可得旋转角∠CAB=60°，旋转角的顶点A在y轴上，较为特殊，所以可以构造一线三等角模型。一线三等角是一个常见的相似模型，指的是有三个等角的顶点在同一条直线上构成的相似图形。这个角可以是直角，也可以是锐角或者钝角。在定边对定角问题中，构造一线三等角是基本手段，尤其是平面直角坐标系中的张角问题，在x轴或y轴（也可以是平行于x轴或y轴的直线）上构造一线三等角模型解决问题更是重要的手段。








解法2：在轴上取点，，连结，，使得，作轴于点。如图3。图3




在中，，。


易证≌。


∴，，


在中，，

∵，


∴，解得。











解法3：过点作轴的垂线，在垂线上取两点，，连结，，使得，作于点，于点。如图4。图4




在中，，∴，



在中，，∴。



易证≌，∴，


∴，∴。

2.3构造K型图
当一线三等角中的角是直角时，就是解题中常用的K型图模型，K型图是特殊的一线三等角，可以将等边三角形作为构造直角的一部分，解法4是在三角形ABC外构造直角，利用异侧相似解决，解法5是在三角形内构造直角，利用同侧相似解决。








解法4：延长至点，使得，连结。分别作轴于点，轴于点。如图5。图5



易证∽,

∴,


∴，，


∵，∴，




∵点是中点，所以点是中点。


∴，解得，


在中，，


在中，，

∴。











解法5：取中点，连结，过点作轴垂线，垂足为，过点的垂线，垂足为，作垂直于轴，垂足为。如图6。



∵点的坐标为，∴，


易证∽，

，


∴，，图6


∴，


易证∽，

∴，


∴，，

∴，

∴，

∴。

2.4旋转法









将线段绕点按逆时针方向旋转得到线段，可以将线段AO进行同样的旋转，将线段AO绕着点按逆时针方向旋转得到线段AD，或者看作将绕点旋转得到，就也可以构造K型图进行相关运算。









解法5：将绕点旋转得到，连结,作轴于点，轴于点。如图7。图7



由旋转知，，，

∴是边长为2的等边三角形，


∴，，

∴，


易证∽，


∴，∴，	


∵，∴。

2.5轨迹法

在原有动态背景下，该题还可围绕点C的轨迹展开。点C的运动轨迹是曲线还是直线？可以尝试着取一些特殊点，如等，能合理猜想点C的运动轨迹是在一条直线上，再验证猜想。










解法6：在轴上任取一点，连结，将绕点逆时针旋转得到，以为高构造等边，连结。如图8。图8



易证≌，

∴，


∴点的轨迹是直线，


易求直线的表达式为，


当时，。

∴。

3 拓展研究——将旋转角一般化


如图9，若将线段绕点按逆时针方向旋转90°或30°或45°得到线段，m的值是否可以计算？
图9



















以旋转45°为例，在轴上取点，，连结，，使得，作轴于点。如图10。



在中，，，


易证≌，


∴，，


在中，，图10


∵，

∴，

解得。

4 解题反思——转化归纳，提炼模型
学生在几何知识的学习过程中，会积累一些基本图形或模型，在解决问题时，熟识几何模型，有助于提升学生的识图能力，分析图形关系，寻找解题思路。
数学课程标准（2022年版）中提出：数学课程要培养学生的数学核心素养。初中阶段，核心素养主要表现为抽象能力、运算能力、几何直观、空间观念、推理能力、数据观念、模型观念、应用意识、创新意识。作为教师，要引导学生在自我探究的基础上，抓住问题的本质,提炼基本图形,熟练掌握相关结论和解题策略，重点渗透转化、归纳、分类讨论和模型思想，将疑难问题简单化,复杂问题简洁化,陌生问题熟悉化，帮助学生真正掌握通性通法，从而达到“解一题，通一类，会一片”的效果。
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