提升运算能力  促进思维发展
—— 一道中考题的解法探究与教学思考
 江苏省常州市新北区滨江中学  朱云云     
摘要：随着课程改革的深入，对学生运算能力提出了更高的要求。运算能力不仅包括掌握运算的算理、算法，还包括在解决问题时选择合理、简便运算策略的思维。教师要在教学过程中引领学生整体把握运算过程，探索算式意义，积累运算经验，优化运算思路，不断提高运算能力，发展思维，形成素养。
关键词：运算能力；代数推理；思维发展

运算能力是初中数学课标提出的核心素养之一，《义务教育课程标准（2022年版）》指出运算能力主要是指根据法则和运算律进行正确运算的能力。[1]准确的运算结果、快速的运算过程、简洁的运算策略能够促进学生数学推理能力的发展，提升问题解决的能力。在平时的教学与学习中，为了提高效率，教师往往重思路分析，轻计算过程；学生常常是眼高手低，算不对，算不出。久而久之，计算成了学生“最熟悉的陌生人”，甚至在中考时学生因运算达不到要求而无法很好完成解题的现象屡见不鲜。本文以一道中考题为例，通过多种解法，剖析运算过程，对比运算方法，明晰运算教学的方向，在提升运算能力的过程中发展学生推理能力，促进思维发展。
1  原题呈现

（2023年常州中考第27题）如图，二次函数
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的图象与
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轴相交于点
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是第三象限抛物线上的一点，连接
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，
[image: image9.wmf]2

5

tan

=

Ð

AOD

，将原抛物线向左平移，

使得平移后的抛物线经过点
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，过点
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轴的垂线
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。已知在
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的左侧，平移前后的两条抛物线都下降，求
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的取值范围；

（3）将原抛物线平移，平移后的抛物线与原抛物线的对称轴相交于点
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，且其顶点
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落在原抛物线上，连结
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是直角三角形，求点
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的坐标。
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2  试题分析
本题以二次函数为背景，考查了函数图象及其性质，平移的性质，等腰三角形的性质，涉及待定系数法，锐角三角函数，解方程等知识。解题的关键是用含有字母的代数式表示相关点坐标及相关线段长度，并进行推理。本题对学生的能力要求较高，几何直观和运算能力贯穿始终，其中穿插着对条件的转化，考查学生分析问题、解决问题和逻辑推理能力。
3  解法探究
本题第（1）问较基础，易求得
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第（2）问，设点
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，平移后抛物线的对称轴为直线
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下面主要探究第（3）问的解法。

九年级学生对“垂直问题”的处理并不陌生，已掌握基本的构图能力和问题解决方法，如：构造“一线三等角”模型，运用勾股定理，甚至有学生直接利用结论“两直线垂直，斜率乘积为
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”等，这些方法最终都将建立方程，需要学生灵活解方程。以下呈现本题几种常见解法。
思路一：设点坐标
由（1）知，原二次函数表达式为
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所以原抛物线的对称轴是直线
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，则平移后抛物线的表达式为
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解法1：构造
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形相似
如图1。易证
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解法2：勾股定理
因为
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因为
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所以
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解法3：两直线垂直，斜率乘积为
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解法分析：以上三种解法学生容易想到，“
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形”是常见几何模型，解法2、解法3是对“垂直”关系直接的数学语言“翻译”，三种方法最终都会得到关于
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的方程，如何解方程是学生的

难点。如果将方程
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展开，均会得到关于
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的四次方程。因

此，在教学中，教师需渗透转化思想，根据方程特点，通过约分等方法进行化简，将高次方程降次，最终转化为二次方程或一次方程。

解法4：运用直角三角形性质
如图2。作
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解法5：运用平移性质

如图3。设点
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解法分析：解法3、解法4先根据点坐标表示线段长度，由线段关系判断图形特征，再根据图形的性质列方程，所列方程较简单，可简化计算。
思路二：设平移距离

解法6：如图1。设抛物线
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平移后得到得新抛物线表达式为
[image: image137.wmf]b

a

x

y

+

-

-

-

=

2

9

)

1

(

2

1

2

，其顶点
[image: image138.wmf])

2

9

,

1

(

b

a

P

+

-

+

。
令
[image: image139.wmf]1

=

x

，则
[image: image140.wmf]b

a

y

+

-

=

2

9

2

1

2

，所以点
[image: image141.wmf])

2

9

2

1

,

1

(

2

b

a

Q

+

-

，

所以
[image: image142.wmf]a

CN

=

，
[image: image143.wmf]b

PN

=

，
[image: image144.wmf]2

2

1

a

PM

=

，
[image: image145.wmf]a

QM

=

。
由
[image: image146.wmf]PMQ

D

∽
[image: image147.wmf]CNP

D

得，
[image: image148.wmf]PN

QM

CN

PM

=

，即
[image: image149.wmf]b

a

a

a

=

2

2

1

，解得
[image: image150.wmf]2

=

b

．

所以点
[image: image151.wmf]P

的纵坐标为
[image: image152.wmf]2

5

2

2

9

-

=

+

-

，

将
[image: image153.wmf]2

5

-

=

y

代入
[image: image154.wmf]4

2

1

2

-

-

=

x

x

y

得，
[image: image155.wmf]2

5

4

2

1

2

-

=

-

-

x

x

，解得
[image: image156.wmf]3

1

=

x

，
[image: image157.wmf]1

2

-

=

x

。
所以
[image: image158.wmf])

2

5

,

3

(

-

P

或
[image: image159.wmf])

2

5

,

1

(

-

-

。
思路三：设平移后抛物线表达式
解法7：如图1。设平移后的抛物线表达式为
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当抛物线向右平移时，
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下同解法6。所以，
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解法分析：本题涉及的未知元素较多，需要用字母表示未知量即用数学语言表达以便进行推理。如何设未知元是学生纠结的点，设点、设平移距离（线段）、还是设抛物线表达式？实际上三者之间可以相互推出。另外，设两个未知数，只有一个方程，可解吗？实则题设中“
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是直角三角形”隐含了横向、纵向平移距离相等，即
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，因此可通过约分、整体思想等方法解出方程。
4  教学思考
4.1 加强运算能力培养，夯实基础

运算能力是义务教育阶段、高中、甚至更高级别数学学习的核心素养，运算能力的培养应贯穿于整个数学教学过程。培养学生的运算能力无论是对数学素养的完善，还是对学生的全面发展，持续发展都大有裨益。运算教学不能降格为机械的套路化训练，应注重对运算对象的理解、运算法则的掌握、运算思路的探究、并能合理选择运算方法。教师在教学中应实现演算过程纸笔化、思维可视化、任务主体化。培养学生“慢”中求“准”、“准”中求“快”、“快”中求“简”的运算准确率、速度和运算技巧，强化学生的运算能力。[2]
4.2 提升代数推理能力，揭示本质
代数推理就是利用一些基本事实，通过代数运算得到结论。初中阶段加强代数推理教学，有助于学生理解代数及其运算的意义，促进学生思维方式的改变与优化，建立起更严密的知识体系，形成更稳定的知识结构。本题在“函数”背景下借助几何直观，首先需用数学符号进行表征——设元，将几何关系进行代数表达，再用数学符号语言进行有条理的、严谨的推理，通过运算促进推理能力的发展。日常教学实践中，教师要注重引导学生在情境中提炼关键变量，进行符号化表征，寻找变量之间存在的关系，灵活设元，寻找问题的多种解法，感悟不同解法之间的联系，在推理中过程中揭示问题的本质，发展思维。
4.3 注重思想方法渗透，灵活运用
初中阶段，学生学习的方程主要有一元一次方程、二元一次方程（组）、可化为一元一次方程的分式方程、一元二次方程等。一元一次方程是学生认知的起点，基于一元一次方程“增元”、“变形”或“升次”形成新的方程；一元一次方程也是学生解决问题的终点，其它方程的解法均是通过“消元”、“变形”或“降次”将其转化为一元一次方程来实现的。在解方程的过程中，重点是体会“转化”思想。解含有多个未知元的方程时需要消元，解高次方程时需要降次。这些都是转化思想在方程教学中的具体表现，教学时应抓住一切恰当的时机对数学思想及其作用进行渗透。“道胜于术”，方程的类型千变万化，唯有掌握思想方法，思维之道，才能以不变应万变。
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