理论学习一：

“数学深度教学”十讲之五 ——思维的深刻性与“联系的观点”

 郑毓信（南京大学哲学系）
 以下转向“深度教学”的第二个含义：我们应由具体的数学方法和策略过渡到一般性思维策略与思维品质的提升。由于这是一个较新的论题，我们将对此作出较详尽的论述，包括给出若干具体教学建议，以及一些相关的关键词。

从“深度教学”的角度看，我们应当通过数学教学努力提升学生思维的深刻性，即帮助他们逐步学会更深入地思考。这是特别重要的一点。

上述要求直接涉及“高度的抽象性”这一数学的本质特点：通过由特殊上升到一般，我们可以更深刻地揭示事物和现象的内在规律与本质；又由于将事物与现象联系起来加以考察是实现抽象的基本途径，因此只有从更广泛的角度，即用联系的观点进行分析思考，我们才能达到更深的认识程度，如此才能更好地发现不同对象之间的联系。

事实上，这正是国际数学教育界何以对“联系的观点”予以普遍关注的主要原因。例如，全美数学教师理事会（NCTM）2000年颁布的《学校数学的原则和标准》，以及国际教育署与国际教育学会2009 年推出的指导性手册《有效的数学教学》，都将“联系”列为数学教育最重要的“标准”之一。与此相对照，以下的论述十分清楚地表明了“联系”作为一种普遍性思维策略的重要性：“找出各种事物之间的联系是教育家们竭尽全力思考的问题……当学生能够用相互联系的观点看待各种事物的时候，他们的学习生涯就开始了。我建议把发现事物之间的联系当作基础学校课程的首要目标。”（多琳语）

由以下实例，我们可以清楚地看出“联系的观点”对于数学教学的重要性。

【例5】“认识三角形”的教学

局限于这一内容的教学正是以下思考的明显特点：“这节课有三个知识目标：知道三角形的样子；了解三角形的组成；理解三角形三边关系。三角形的样子，学生基本都已知晓……三角形的顶点、边、角，部分学生可能没有系统了解过，但并非难点……三角形三边关系，既是本课的重点、也是本课难点。”又，“三角形三边关系可以分成三种情况进行研究。其中，‘两小棒长度和大于第三根小棒能围成三角形’和‘两小棒长度和小于第三根小棒不能围成三角形’这两个结论显而易见。而‘两小棒长度和等于第三根小棒’这种情况，学生在操作后常常会认为能围成三角形……关于怎样突破这一教学难点，教师们想了很多方法……”

笔者以为，我们在此应当更深入地思考以下两个问题：

（1）“动手操作”是否为学生学习“三角形三边关系”的唯一途径？

（2）这一知识与学生已学过的其他知识之间是否存在一定的联系？

以下是关于同一内容的另一不同设计（范午英，“跳跃的数学联系——有关‘平面图形’的两个教学片断”，《小学教学》，2013年第12期），而其主要特征就是采取了“联系的观点”

“我在黑板上画出两个点B、C，并问：‘同学们，从点B到点C的最短距离怎么画？’学生画出了一条线段。我顺势画了一条折线，问道：‘如果走其他路线，还有更短的吗？为什么？’

‘两个点之间走直线是最短的，其他的路线多多少少拐弯了。’学生说。

我在折线的拐点处标出字母A（图5）：‘这就是三角形ABC，如果不看点A，三角形就可以看成是B、C 之间的一条线段和一条折线。你有什么发现？’

‘折线一定比线段长，即便是微微撑起也是折线。’

‘BC 一定是最短的，BA+AC 一定比BC 长。’

‘换一个角度看，任何一个三角形都可以看成是由两点之间的一条线段和一条折线组成的。’

不费吹灰之力，就得到了下面的结论：任意三角形的两边之和一定大于第三边。”

就“联系的观点”在数学教学中的应用而言，我们可区分出三个不同的层次（: 1）“比较”的应用；（2）“全局观念”的指导；（3）建立“结构性认识”。

第一，数学中所说的“比较”，既指找出对象的共同点，也指集中于对象的不同之处，或是同时关注它们的“同与不同”。对此，我们可联系数学中的抽象、分类与类比联想做出具体分析，包括总结出相应的方法论原则，如“举三反一”“举一反三”“求同存异”等。

第二，所谓“全局观念”的指导，是指跳出细节从整体上进行分析思考，并用整体性认识指导各个具体内容的教学。以下就是这方面工作的两个关键：（1）抓好“种子课”，突出基本问题；（2）注重认识的发展，“用发展代替重复”。（俞正强语）

例如，尽管“度量问题”包含众多内容，但它们有这样一个共同的核心：所有这些内容都是围绕“度”和“量”这两个关键词展开的。这就为我们具体确定所说的“种子课”，以及如何从事相关教学提供了直接基础。

俞正强老师认为：“以计量单位为例，在小学数学中，主要的计量单位一共有八类。这八类中，长度单位是小学生最早接触的，也是最基本的。因此，长度单位的学习在小学数学中应该具有种子特质。而在这个系列中，第一节课‘厘米的认识’无疑是最重要的，也就是本文意义的种子课。”（俞正强，《种子课——一个数学特级教师的思与行》，教育科学出版社，2013）

以下则是“用发展代替重复”的关键所在：即使具有相同的基本问题，在不同情况下也会有不同的含义或重点。正因为此，我们在教学中不仅应当帮助学生很好地认识新的内容与已学过内容之间的共同点，也应注意分析新的内容有什么不同的特点，特别是，就新情况而言，什么样的度量单位是适当的，合适的度量方法与工具又是什么？

例如，如果说“厘米的认识”的教学应当突出“度量单位的标准化”这样一个思想，那么“分米”、“米”与“毫米”等多个长度单位的引入就清楚地表明了度量单位的相对性，即我们应当针对不同的情境与需要选择适当的度量单位。

由以下实例可以看出，是否具有全局观念对教师而言也特别重要。

【例6】你是否也有类似的焦虑

这是一位教师在笔者演讲时提出的一个问题：“你讲的都对，但现实中有这么多任务需要完成，我们根本就没有时间按你说的去做，特别是让学生有更多时间进行思考。”

对于这位教师所提的问题，当然可以从多个不同角度进行分析。但笔者在此所关注的主要是这样一个“潜台词”：“万一教学中漏掉了什么，考试考砸了可怎么得了？”

进而笔者以为，上述的“焦虑”只是表明了提问者“缺乏底气”；而要解决这一问题，教师就必须超越各个具体内容从更高层面进行分析思考，真正弄清什么是其中的重点和难点，什么又是无关重要的枝节小事，从而在教学中能有所舍弃，即使一次、一时考砸了也不至于惊慌失措。

第三，这里所说的“结构性认识”可以被看成“整体性认识”的进一步提升，即我们如何通过总结、反思与“再认识”，使学生能够按照逻辑的顺序（由简单到复杂、由低维到高维）更好地把握各个相关的内容，特别是它们的内在联系，包括重点与关键等。例如，小学几何教学的一条主线即是研究对象由“一条直线”逐步扩展到“两条直线”“三条直线”……

再者，我们应当注意研究数学教学的“大道理”，这也可被看成强调整体分析与结构性认识的一个直接结论。以“比较”在小学“数与数的运算”学习中地位的分析为例——

“可以说，‘比较’这一数学思想贯穿了小学数学学习的始终，对此可简单地罗列为下列几个典型句式：

第一阶段（一、二年级）：□比□多（少）几？

第二阶段（三、四年级）：□是□的几倍（几倍多（少）几）？

第三阶段（五、六年级）：□是□的几分之几（□比□多（少）几分之几）？”（俞正强，《种子课——一个数学特级教师的思与行》）

最后，依据上述分析，相信读者可以更好地理解笔者关于数学教学的这样一个建议：“数学基础知识的教学，不应求全，而应求联。”更进一步地，我们在教学中应当很好地突出这样一个关键字：“联”！
