指向学习单元的高中数学可视化教学实践探究
                               ——以“椭圆中的最值问题”一课为例
范云
（常州市第三中学，江苏常州，213000）
摘要：数学新授课的教学一般是以学科章节进行，而高三复习课旨在为学生自主构建知识体系，在掌握了一般的章节知识的前提下，将学习内容前后联系，融会贯通，自主整合出解决一类问题的方法和模式，将学习过程从学科章节的学习走向学习单元的整体掌握.在此过程中，可视化的教学工具可以起到很好的辅助作用，帮助学生构建高阶思维，完善认知结构.
关键词：学习单元；可视化教学

1  概述
高中数学学习内容有一定的难度和深度，学生学习困难的主要原因是学习内容错综复杂，学生没有自主建构知识体系，还停留在老师讲授、学生被动接收的状态.因此，在教授复习课时，需要把章节知识重新整合，融合有关联的内容，使得数学教学具备整体性和前瞻性.在此过程中，还要注重培养学生自主整合知识以及综合分析问题、解决问题的能力.当学生的探究遇到瓶颈时，需要充分尊重学生的主体地位，可以借助可视化的教学工具，从而激发学生的学习兴趣，同时引导学生积极思考，培养高阶思维，形成自身的知识体系.

2  实践探究
2.1 前言
本文以椭圆一章的学习为例，椭圆属于圆锥曲线的一部分，在高考中的考察要求较高，新授课中椭圆的学习章节一般分为椭圆的标准方程、椭圆的几何性质、直线和椭圆的综合应用这三个部分。在复习课时，我们可以更新教学理念，将三个部分的内容进行重新整合，不受章节知识的限制，从中提取出学生学习的难点内容进行归类，比如离心率、定点问题、定值问题等等，其中，最值问题也是难点之一，该问题灵活性、综合性较强，处理起来涉及到章节前后知识点的联动，因此适合进行单元整合教学.
由于最值问题处理起来的难度较大，老师可以引导学生在适当的时候进行可视化探索，利用合适的可视化教学工具更加直观地进行数形结合，突破思维的障碍.常用的可视化教学工具有思维导图、几何画板、GeoGebra软件等等，教师需要对其进行对比分析，选择合适的工具进行使用.由于GeoGebra软件数形结合紧密，功能强大，所以本文在涉及到需要进行可视化的环节选择这款软件辅助教学.以下是“椭圆中的最值问题”一课的教学过程及其设想.
2.2 教学过程及其设想
2.2.1激活思维



(1) 已知是椭圆C：的两个焦点，P为C上一点，则的最小值为多少？
设计意图：本题主要是培养学生从代数的角度解决椭圆最值问题的意识.本题是椭圆中涉及焦半径的最



值问题，该问题需要利用椭圆的定义，探索和之间的关系，得到后，有两个方法可以解决这个问题，分别是利用基本不等式和函数来解决。基本不等式的方法主要是运用了“1”的妙用的思想，而函数的方法主要是运用了消元的思想。无论哪一种方法都需要先利用定义将问题进行转化，然后从代数的角度来处理问题。
思考：如果将上题中求最小值改为求最大值，如何处理？
设计意图：如果问题变为求最大值，则只能通过定义转化结合函数来处理，因为基本不等式只能用来求最小值，无法同时求出最大值。因此，在方法的选择上需要具体问题具体分析，选择合适的途径来处理问题。






(2) 已知是椭圆的右焦点，为椭圆上一点，为椭圆内一点，则 的取值范围是多少？



设计意图：本题主要是培养学生从几何的角度解决椭圆最值问题的意识.本题仍然涉及焦半径，首先需要利用椭圆的定义进行转化，把点到右焦点的距离转化成点到左焦点的距离，接着结合几何性质来处理，即三角形的两边之差小于第三边.在解题过程中，由于线段的长度是动态变化的量，学生难以察觉何时为临界状态，此刻，我们可以借助可视化的教学工具来辅助学生的思维，让学生自主感受随着点位置的变化对结果所产生的影响.见图（1）.
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图（1）





(3) 已知点为椭圆上任意一点，点的坐标为，则的最大值为多少？

设计意图：本题依然是培养学生从代数的角度解决椭圆最值问题的意识.本题可以设出点的坐标，然


后借助两点间的距离公式表示出线段的长度，利用在椭圆上这个条件进行消元，从而将距离的最值转化为二次函数的最值问题.另外，本题也可以通过三角换元处理，利用三角换元将距离的最值问题转化为三角函数的最值问题.






(4) 已知点为椭圆上任意一点，直线的方程为，则点到直线的距
离的最大值是多少？






设计意图：本题有两个方法可以处理，一是代数法，利用三角换元，结合辅助角公式进行处理.另一方面，本题也可以通过几何角度来处理，通过可视化的教学工具让学生自主探究点到直线的距离取最大值时的几何位置.在探究过程中，我们发现，不仅能得出距离取最大值时的几何位置，也能得出距离取最小值时的几何位置.观察发现，通过平移相切法，图中点到直线的距离最小，点到直线的距离最大.见图（2）.
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图（2）
2.2.2 例题探究





    例1.已知椭圆C：的左､右焦点分别为､，M为椭圆C上任意一点，N为圆E：上任意一点，则的最小值为多少？
   设计意图：通过第一部分激活思维的探究后，学生已经基本掌握椭圆中最值问题的求解方法，主要是代数法和几何法，本题中在激活思维的基础之上，加入了圆的方程，将圆和圆锥曲线相结合来探究，不仅体现了知识的前后联系，也能助力学生更好地将最值问题的处理方法的进一步内化.本题需要先用椭圆的定义对焦半径进行转化，然后再利用几何性质解决.即：

     
    由于本题主要是利用几何法来解决问题，因此，可以借助可视化的教学手段，将抽象的知识更加直观化，攻克教学的难点.同时还能丰富教学资源，激发学生的学习兴趣，提高学生的创新能力.见图（3）.
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图（3）

















例2.已知椭圆的右焦点是,点是椭圆上一点，且的最大值为.（1）求椭圆的方程；（2）过椭圆右顶点的直线与椭圆交于点,与轴交于点,设和的面积分别为和，求的取值范围.





设计意图：椭圆的解答题中复杂的最值问题还是离不开代数法的掌握，本题重点考察了学生逻辑推理和数学运算的能力，本题的关键之处在于对面积的表示，由于点的纵坐标为0，所以在面积表达时选择使用点和点的纵坐标更加合适.即：、，结合图像理解如图（4）.
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图（4）
2.3 小结
总的来说，上述最值问题的处理过程中涉及到了椭圆的定义、点和椭圆的位置关系、直线和椭圆的位置关系，这些内容贯穿了整个椭圆章节的学习.如果我们不进行单元整合，学生学习起来会缺乏着力点，显得知识点非常分散，也难以总结出处理这一类问题的通性通法.因此，在学习了基础知识的前提下，高三复习课中帮助学生重构学习单元至关重要，这是提升学生分析问题、解决问题能力的重要一环.
通过对通性通法的总结探索，我们发现，处理最值问题主要分为两个途径，分别是代数法和几何法.涉及到几何法的探究时，对学生的作图能力、数学抽象能力、直观想象能力要求很高.由于徒手作图的精确性有偏差，另外不能很好地体现动态的变化过程，因此，借助可视化的教学手段，可以更加直观地探究何时取得最值，突破学生想象力的瓶颈，更好地帮助学生自主构建认知结构.

3  总结与反思
3.1 深入研究学习单元，促进高效复习
    高中数学知识内容较多，难度较大，学生在学习过程中如果不能发现前后联系，不能把问题归类处理，就会陷入课堂能听懂，但课后不会解题的尴尬局面.知识的迁移能力比较弱，往往换一个题目背景就会陷入瓶颈.因此，要想实现学生能力的突破，数学老师需要深入研究学习单元的内容，结合新课标的理念，对相关知识点进行有机融合，梳理学生学习过程中会遇到的困难，将困难进行分类，明确教学目标，找到解决一类问题的通性通法.设置教学目标时注重对学生能力的培养，对思维深度的拓展，让学生形成自主的单元学习体系.
3.2 利用可视化手段，丰富教学资源
在传统的数学课堂中，老师轻演示重讲授、轻过程重结果，但这会导致学生自主思考的能力较弱，不利于长远的发展.目前，信息化已经渐渐融入日常课堂教学，数学课堂也是如此.由于数学学习对学生抽象能力要求较高，我们可以利用可视化的教学工具进行辅助教学.
可视化工具很多，老师课前需要做大量的准备工作，厘清不同教学工具之间的区别和联系，选择最适合本堂课教学的可视化工具.需要注意的是，可视化工具的使用上不是越多越好，比如本课中涉及纯代数法的内容并没有进行可视化的展示，因为任何工具在教学环节中都是起辅助作用，当这个环节不需要时，不能强行使用，这样反而会冲淡教学内容，影响教学效果.
可视化工具在教学中的恰当使用可以丰富课堂教学资源，激发学生的学习兴趣，可以帮助学生更加直观地理解抽象知识，深化解题思路.最终，帮助学生发掘解题规律，提高学习效率.

4  结束语
   高三的数学复习课面临时间紧、内容深、难度大的特点。按章节学习已经不能完全满足教学需求.老师需要对教学内容进行重新整合，针对学生学习的难点进行一一突破.注重前后知识的整体性和连贯性，帮助学生解题规律模型化.在学生遇到学习的瓶颈时，借助可视化的教学工具辅助教学，以培养学生的高阶思维，更好地满足当代学生发展的需求.

参考文献：
[1] 张志勇．高中数学可视化教学：原则、途径与策略——基于 GeoGebra平台[J]．数学通报，2018，57（07）：21-24，28
[2] 陈雷.深度学习理念下的物理大单元教学[J]. 文理导航（中旬），2022（1）： 25—27.
[bookmark: _GoBack]
试卷第2页，共2页
试卷第4页，共5页
oleObject2.bin

image42.wmf
C


oleObject53.bin

image43.wmf
FAB

D


oleObject54.bin

image44.wmf
FAC

D


oleObject55.bin

image45.wmf
1

S


oleObject56.bin

image46.wmf
2

S


oleObject57.bin

image3.wmf
12

11

PFPF

+


image47.wmf
12

SS


oleObject58.bin

oleObject59.bin

oleObject60.bin

image48.wmf
C


oleObject61.bin

image49.wmf
1

1

=

2

B

SFAy


oleObject62.bin

image50.wmf
2

1

=

2

C

SFAy


oleObject63.bin

oleObject3.bin

image51.png
X R WE AR TA FO e

AR dofol <N

ODrc

A
"





image4.wmf
1

PF


oleObject4.bin

image5.wmf
2

PF


oleObject5.bin

image6.wmf
12

+=8

PFPF


oleObject6.bin

image7.wmf
F


oleObject7.bin

image8.wmf
22

:1

43

xy

C

+=


oleObject8.bin

image9.wmf
P


oleObject9.bin

image10.wmf
C


oleObject10.bin

image11.wmf
(

)

1,1

A


oleObject11.bin

image12.wmf
PAPF

+


oleObject12.bin

image13.wmf
P


oleObject13.bin

oleObject14.bin

oleObject15.bin

image14.png
Wi WE ME IR TE B0 A8

A
L

=

a2

DR SN

e c~





image15.wmf
P


oleObject16.bin

image16.wmf
2

2

1

4

x

y

+=


oleObject17.bin

image17.wmf
A


oleObject18.bin

image18.wmf
(0,2)


oleObject19.bin

image19.wmf
PA


oleObject20.bin

oleObject21.bin

oleObject22.bin

oleObject23.bin

oleObject24.bin

image20.wmf
22

1

164

xy

+=


oleObject25.bin

image21.wmf
l


oleObject26.bin

image22.wmf
2620

xy

+-=


oleObject27.bin

oleObject28.bin

oleObject29.bin

oleObject30.bin

oleObject31.bin

image23.wmf
1

P


oleObject32.bin

oleObject33.bin

image24.wmf
2

P


oleObject34.bin

oleObject35.bin

image25.png
Wi WE ME IR TE B0 A8

DR SN

A
L

=

a2

O)erc~





image26.wmf
22

1

42

xy

+=


oleObject36.bin

image27.wmf
1

F


image1.wmf
12

,

FF


oleObject37.bin

image28.wmf
2

F


oleObject38.bin

image29.wmf
(

)

(

)

22

32221

xy

-+-=


oleObject39.bin

image30.wmf
1

MNMF

-


oleObject40.bin

image31.wmf
12222

2222

MNMFMNMFaNFaEFraAFa

-=+-³-³--=-


oleObject41.bin

image32.png
T GeE WE AR TA B0 M8

AAJrlololdN=]+]

A
L
#

7 c~





oleObject1.bin

image33.wmf
22

22

1(0)

xy

Eab

ab

+=>>

：


oleObject42.bin

image34.wmf
(1,0)

F


oleObject43.bin

oleObject44.bin

image35.wmf
E


oleObject45.bin

image36.wmf
PF


oleObject46.bin

image37.wmf
2

b


image2.wmf
22

1

916

xy

+=


oleObject47.bin

oleObject48.bin

image38.wmf
A


oleObject49.bin

image39.wmf
l


oleObject50.bin

image40.wmf
B


oleObject51.bin

image41.wmf
y


oleObject52.bin

