
2023年全国新高考Ⅱ卷
一、选择题：本大题共 8小题，每小题 5分，共 40分。在每小题给出的四个选项中，只有一项

是符合题目要求的。

1. 在复平面内，1+ 3i 3- i 对应的点位于 ( )．

A. 第一象限 B. 第二象限 C . 第三象限 D. 第四象

限

【答案】A

【解析】

【分析】根据复数的乘法结合复数的几何意义分析判断.

【详解】因为 1+ 3i 3- i = 3+ 8i- 3i2= 6+ 8i，
则所求复数对应的点为 6,8 ，位于第一象限.

故选：A.

2. 设集合A= 0,-a ，B= 1,a- 2,2a- 2 ，若A⊆B，则a= ( )．

A. 2 B. 1 C . 23 D. -1

【答案】B

【解析】

【分析】根据包含关系分a- 2= 0和 2a- 2= 0两种情况讨论，运算求解即可.

【详解】因为A⊆B，则有：

若a- 2= 0，解得a= 2，此时A= 0,-2 ，B= 1,0,2 ，不符合题意；

若 2a- 2= 0，解得a= 1，此时A= 0,-1 ，B= 1,-1,0 ，符合题意；

综上所述：a= 1.
故选：B.

3. 某学校为了解学生参加体育运动的情况，用比例分配的分层随机抽样方法作抽样调查，拟

从初中部和高中部两层共抽取 60名学生，已知该校初中部和高中部分别有 400名和 200名

学生，则不同的抽样结果共有 ( )．

A. C45400 ⋅C15200种 B. C20400 ⋅C40200种
C . C30400 ⋅C30200种 D. C40400 ⋅C20200种
【答案】D

【解析】

【分析】利用分层抽样的原理和组合公式即可得到答案.

【详解】根据分层抽样的定义知初中部共抽取 60× 400600 = 40人，高中部共抽取 60× 200600
= 20，
根据组合公式和分步计数原理则不同的抽样结果共有C40400 ⋅C20200种.

故选：D.

4. 若 f x = x+ a ln
2x- 1
2x+ 1 为偶函数，则a= ( )．

A. -1 B. 0 C . 12 D. 1
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【答案】B

【解析】

【分析】根据偶函数性质，利用特殊值法求出a值，再检验即可.

【详解】因为 f(x)为偶函数，则 f(1) = f(-1)，∴ (1+ a)ln 13 = (-1+ a)ln3，解得a= 0，

当a= 0时，f x = xln 2x- 12x+ 1，2x- 1 2x+ 1 > 0，解得x> 1
2 或x<- 12 ，

则其定义域为 x x 12 或 x<- 12
，关于原点对称.

f -x = -x ln
2 -x - 1
2 -x + 1

= -x ln
2x+ 1
2x- 1 = -x ln

2x- 1
2x+ 1 

-1
= xln 2x- 12x+ 1

= f x ，

故此时 f x 为偶函数.

故选：B.

5. 已知椭圆C: x
2

3 + y
2= 1的左、右焦点分别为F1，F2，直线 y= x+m与C交于A，B两

点，若△F1AB面积是△F2AB面积的 2倍，则m= ( )．

A. 23 B. 2
3 C . - 2

3 D. - 23
【答案】C

【解析】

【分析】首先联立直线方程与椭圆方程，利用Δ> 0，求出m范围，再根据三角形面积比得到

关于m 方程，解出即可.

【详解】将直线 y= x+m与椭圆联立
y= x+m
x2
3 + y

2= 1 ，消去 y可得 4x2+ 6mx+ 3m2- 3= 0，

因为直线与椭圆相交于A,B点，则Δ= 36m2- 4× 4 3m2- 3 > 0，解得-2<m< 2，
设F1到AB 距离d1,F2到AB距离d2，易知F1 - 2,0 ,F2 2,0 ，

则d1=
|- 2+m|

2
，d2=

| 2+m|
2

，

S△F1AB
S△F2AB

=

|- 2+m|
2

| 2+m|
2

= |- 2+m|
| 2+m|

= 2，解得m=- 2
3 或-3 2(舍去)，

故选：C .

第 1页 /共 1页

学科网 (北京)股份有限公司



6. 已知函数 f x = aex- lnx在区间 1,2 上单调递增，则 a的最小值为 ( )．

A. e2 B. e C . e-1 D. e-2

【答案】C

【解析】

【分析】根据 f x = aex- 1x ≥ 0在 1,2 上恒成立，再根据分参求最值即可求出．

【详解】依题可知，f x = aex- 1x ≥ 0在 1,2 上恒成立，显然a> 0，所以xex≥ 1
a ，

设 g x = xex,x∈ 1,2 ，所以 g x = x+ 1 ex> 0，所以 g x 在 1,2 上单调递增，

g x > g 1 = e，故 e≥ 1
a ，即a≥ 1

e = e
-1，即 a的最小值为 e-1．

故选：C．

7. 已知α为锐角，cosα= 1+ 5
4 ，则 sin α2 = ( )．

A. 3- 5
8 B. -1+ 5

8 C . 3- 5
4 D. 

-1+ 5
4

【答案】D

【解析】

【分析】根据二倍角公式 (或者半角公式)即可求出．

【详解】因为 cosα= 1- 2sin2 α2 =
1+ 5
4 ，而 α为锐角，

解得：sin α2 =
3- 5
8 = 5- 1 2

16 = 5- 1
4 ．

故选：D．

8. 记Sn为等比数列 an 的前n项和，若S4=-5，S6= 21S2，则S8= ( )．

A. 120 B. 85 C . -85 D. -120

【答案】C

【解析】

【分析】方法一：根据等比数列的前 n项和公式求出公比，再根据S4,S8的关系即可解出；

方法二：根据等比数列的前n项和的性质求解．

【详解】方法一：设等比数列 an 的公比为 q，首项为a1，

若 q= 1，则S6= 6a1= 3× 2a1= 3S2，与题意不符，所以 q≠ 1；

由S4=-5，S6= 21S2可得，
a1 1- q4 
1- q =-5，

a1 1- q6 
1- q = 21×

a1 1- q2 
1- q ①，

由①可得，1+ q2+ q4= 21，解得：q2= 4，

所以S8=
a1 1- q8 
1- q =

a1 1- q4 
1- q × 1+ q4 =-5× 1+ 16 =-85．

故选：C．

方法二：设等比数列 an 的公比为 q，
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因为S4=-5，S6= 21S2，所以 q≠-1，否则S4= 0，
从而，S2,S4-S2,S6-S4,S8-S6成等比数列，

所以有，-5-S2 2=S2 21S2+ 5 ，解得：S2=-1或S2= 54 ，

当S2=-1时，S2,S4-S2,S6-S4,S8-S6，即为-1,-4,-16,S8+ 21，
易知，S8+ 21=-64，即S8=-85；

当S2= 54 时，S4= a1+ a2+ a3+ a4= a1+ a2  1+ q2 = 1+ q2 S2> 0，

与S4=-5矛盾，舍去．

故选：C．

【点睛】本题主要考查等比数列的前 n项和公式的应用，以及整体思想的应用，解题关键是把

握S4,S8的关系，从而减少相关量的求解，简化运算．

二、选择题：本题共 4小题，每小题 5分，共 20分。在每小题给出的选项中，有多项符合题目

要求。全部选对的得 5分，部分选对的得 2分，有选错的得 0分。

9. 已知圆锥的顶点为P，底面圆心为O，AB为底面直径，∠APB= 120°，PA= 2，点C在

底面圆周上，且二面角P-AC-O为 45°，则 ( )．

A. 该圆锥的体积为π B. 该圆锥的侧面积为 4 3π

C . AC= 2 2 D. △PAC的面积为 3

【答案】AC

【解析】

【分析】根据圆锥的体积、侧面积判断A、B选项的正确性，利用二面角的知识判断C、D选项

的正确性.

【详解】依题意，∠APB= 120°，PA= 2，所以OP= 1,OA=OB= 3，

A选项，圆锥的体积为
1
3 × π× 3 2× 1= π，A选项正确；

B选项，圆锥的侧面积为π× 3 × 2= 2 3π，B选项错误；

C选项，设D是AC的中点，连接OD,PD，

则AC⊥OD,AC⊥PD，所以∠PDO是二面角P-AC-O的平面角，

则∠PDO= 45°，所以OP=OD= 1，
故AD=CD= 3- 1= 2，则AC= 2 2，C选项正确；

D选项，PD= 12+ 12= 2，所以S△PAC= 1
2 × 2 2 × 2= 2，D选项错误.

故选：AC .
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10. 设O为坐标原点，直线 y=- 3 x- 1 过抛物线C:y2= 2px p> 0 的焦点，且与C

交于M，N两点，l为C的准线，则 ( )．

A. p= 2 B. MN = 83
C . 以MN为直径的圆与 l相切 D. △OMN为等腰三角形

【答案】AC

【解析】

【分析】先求得焦点坐标，从而求得 p，根据弦长公式求得 MN ，根据圆与等腰三角形的知识

确定正确答案.

【详解】A选项：直线 y=- 3 x- 1 过点 1,0 ，所以抛物线C:y2= 2px p> 0 的焦点

F 1,0 ，

所以
p
2 = 1,p= 2,2p= 4，则A选项正确，且抛物线C的方程为 y2= 4x.

B选项：设M x1,y1 ,N x2,y2 ，

由
y=- 3 x- 1 
y2= 4x
 消去 y并化简得 3x2- 10x+ 3= x- 3 3x- 1 = 0，

解得x1= 3,x2= 1
3 ，所以 MN = x1+ x2+ p= 3+ 13 + 2=

16
3 ，B选项错误.

C选项：设MN的中点为A，M ,N ,A到直线 l的距离分别为 d1,d2,d，

因为d= 1
2 d1+ d2 = 1

2 MF + NF  = 1
2 MN ，

即A到直线 l的距离等于MN的一半，所以以MN为直径的圆与直线 l相切，C选项正确.

D选项：直线 y=- 3 x- 1 ，即 3x+ y- 3= 0，

O到直线 3x+ y- 3= 0的距离为d= 3
2 ，

所以三角形OMN的面积为
1
2 ×

16
3 ×

3
2 =

4 3
3 ，

由上述分析可知 y1=- 3 3- 1 =-2 3,y2=- 3 1
3 - 1 = 2 3

3 ，

所以 OM = 32+ -2 3 2= 21, ON = 1
3 

2
+ 2 3

3 
2
= 13

3 ，

所以三角形OMN不是等腰三角形，D选项错误.

故选：AC .
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11. 若函数 f x = alnx+ bx +
c
x2
a≠ 0 既有极大值也有极小值，则 ( )．

A. bc> 0 B. ab> 0 C . b2+ 8ac> 0 D. ac< 0
【答案】BCD

【解析】

【分析】求出函数 f(x)的导数 f(x)，由已知可得 f(x)在 (0,+∞)上有两个变号零点，转化为

一元二次方程有两个不等的正根判断作答.

【详解】函数 f(x) = alnx+ bx +
c
x2

的定义域为 (0,+∞)，求导得 f(x) = ax -
b
x2
- 2c
x3

= ax
2- bx- 2c
x3

，

因为函数 f(x)既有极大值也有极小值，则函数 f(x)在 (0,+∞)上有两个变号零点，而a≠
0，

因此方程ax2- bx- 2c= 0有两个不等的正根 x1,x2，

于是

Δ= b2+ 8ac> 0
x1+ x2= ba > 0

x1x2=- 2ca > 0









，即有 b2+ 8ac> 0，ab> 0，ac< 0，显然a2bc< 0，即 bc< 0，

A错误，BCD正确.

故选：BCD

12. 在信道内传输 0，1信号，信号的传输相互独立．发送 0时，收到 1的概率为α(0< α<
1)，收到 0的概率为 1- α；发送 1时，收到 0的概率为 β(0< β< 1)，收到 1的概率为 1- β. 

考虑两种传输方案：单次传输和三次传输．单次传输是指每个信号只发送 1次，三次传输 是

指每个信号重复发送 3次．收到的信号需要译码，译码规则如下：单次传输时，收到的信号即

为译码；三次传输时，收到的信号中出现次数多的即为译码 (例如，若依次收到 1，0，1，则译码

为 1).

A. 采用单次传输方案，若依次发送 1，0，1，则依次收到 l，0，1的概率为 (1- α) (1- β)2

B. 采用三次传输方案，若发送 1，则依次收到 1，0，1 概率为 β(1- β)2

C . 采用三次传输方案，若发送 1，则译码为 1的概率为 β(1- β)2+ (1- β)3
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D. 当 0< α< 0.5时，若发送 0，则采用三次传输方案译码为 0的概率大于采用单次传输方

案译码为 0的概率

【答案】ABD

【解析】

【分析】利用相互独立事件的概率公式计算判断AB；利用相互独立事件及互斥事件的概率计

算判断C；求出两种传输方案的概率并作差比较判断D作答.

【详解】对于A，依次发送 1，0，1，则依次收到 l，0，1的事件是发送 1接收 1、发送 0接收 0、发

送 1接收 1的 3个事件的积，

它们相互独立，所以所求概率为 (1- β) (1- α) (1- β) = (1- α) (1- β)2，A正确；

对于B，三次传输，发送 1，相当于依次发送 1，1，1，则依次收到 l，0，1的事件，

是发送 1接收 1、发送 1接收 0、发送 1接收 1的 3个事件的积，

它们相互独立，所以所求概率为 (1- β) ⋅ β ⋅ (1- β) = β(1- β)2，B正确；

对于C，三次传输，发送 1，则译码为 1的事件是依次收到 1，1，0、1，0，1、0，1，1和 1，1，1的

事件和，

它们互斥，由选项B知，所以所求的概率为C23β(1- β)2+ (1- β)3= (1- β)2(1+ 2β)，C
错误；

对于D，由选项C知，三次传输，发送 0，则译码为 0的概率P= (1- α)2(1+ 2α)，
单次传输发送 0，则译码为 0的概率P= 1- α，而 0< α< 0.5，
因此P-P= (1- α)2(1+ 2α) - (1- α) = α(1- α) (1- 2α)> 0，即P>P，D正确.

故选：ABD

【点睛】关键点睛：利用概率加法公式及乘法公式求概率，把要求概率的事件分拆成两两互斥

事件的和，相互独立事件的积是解题的关键.

三、填空题：本大题共 4小题，每小题 5分，共 20分。

13. 已知向量a，b

满足 a - b


 = 3，a + b


 = 2a - b


 ，则 b


 =______．

【答案】 3

【解析】

【分析】法一：根据题意结合向量数量积的运算律运算求解；法二：换元令 c = a - b

，结合数

量积的运算律运算求解.

【详解】法一：因为 a + b


 = 2a - b


 ，即 a + b


 
2= 2a - b


 

2
，

则a2+ 2a ⋅ b

+ b
2= 4a2- 4a ⋅ b


+ b
2
，整理得a2- 2a ⋅ b


= 0，

又因为 a - b


 = 3，即 a - b


 
2= 3，

则a2- 2a ⋅ b

+ b
2= b

2= 3，所以 b

 = 3.

法二：设 c = a - b

，则 c = 3,a + b


= c + 2b


,2a - b


= 2c + b


，

由题意可得：c + 2b


 
2= 2c + b


 

2
，则 c2+ 4c ⋅ b


+ 4b
2= 4c2+ 4c ⋅ b


+ b
2
，

整理得：c2= b
2
，即 b

 = c = 3.
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故答案为： 3.

14. 底面边长为 4的正四棱锥被平行于其底面的平面所截，截去一个底面边长为 2，高为 3的

正四棱锥，所得棱台的体积为______．

【答案】28

【解析】

【分析】方法一：割补法，根据正四棱锥的几何性质以及棱锥体积公式求得正确答案；方法二：

根据台体的体积公式直接运算求解.

【详解】方法一：由于
2
4 =

1
2 ，而截去的正四棱锥的高为 3，所以原正四棱锥的高为 6，

所以正四棱锥的体积为
1
3 × 4× 4 × 6= 32，

截去的正四棱锥的体积为
1
3 × 2× 2 × 3= 4，

所以棱台的体积为 32- 4= 28.

方法二：棱台的体积为
1
3 × 3× 16+ 4+ 16× 4 = 28.

故答案为：28.

15. 已知直线 l:x-my+ 1= 0与⊙C: x- 1 2+ y2= 4交于A，B两点，写出满足

“△ABC面积为
8
5 ”的m的一个值______．

【答案】2(2,-2, 12 ,-
1
2 中任意一个皆可以)

【解析】

【分析】根据直线与圆的位置关系，求出弦长 AB ，以及点C到直线AB的距离，结合面积公

式即可解出．

【详解】设点C到直线AB的距离为d，由弦长公式得 AB = 2 4- d2，

所以S△ABC= 1
2 × d× 2 4- d2= 85 ，解得：d= 4 5

5 或d= 2 5
5 ，

由d=
1+ 1 

1+m2
= 2

1+m2
，所以

2
1+m2

= 4 5
5 或

2
1+m2

= 2 5
5 ，解得：m
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=±2或m=± 12．

故答案为：2(2,-2, 12 ,-
1
2 中任意一个皆可以)．

16. 已知函数 f x = sin ωx+ φ ，如图A，B是直线 y= 1
2 与曲线 y= f x 的两个交点，

若 AB = π6 ，则 f π =______．

【答案】- 3
2

【解析】

【分析】设 A x1, 12 ,B x2, 12 ，依题可得，x2- x 1= π
6 ，结合 sinx = 1

2 的解可得，

ω x2- x1 = 2π3 ，从而得到 ω的值，再根据 f 23 π = 0以及 f 0 < 0，即可得 f (x) =

sin 4x- 23 π ，进而求得 f π ．

【详解】设A x1, 12 ,B x2, 12 ，由 AB = π6 可得x2- x1= π6 ，

由 sinx= 1
2 可知，x= π6 + 2kπ或x=

5π
6 + 2kπ，k∈ Z，由图可知，

ωx2+ φ- ωx1+ φ = 56 π-
π
6 =

2π
3 ，即ω x2- x1 = 2π3 ，∴ω= 4．

因为 f 23 π = sin 8π
3 + φ = 0，所以

8π
3 + φ= kπ，即φ=-

8
3 π+ kπ，k∈ Z．

所以 f(x) = sin 4x- 83 π+ kπ = sin 4x- 23 π+ kπ ，
所以 f x = sin 4x- 23 π 或 f x =-sin 4x- 23 π ，

又因为 f 0 < 0，所以 f(x) = sin 4x- 23 π ，∴ f π = sin 4π- 23 π =- 3
2 ．

故答案为：- 3
2 ．

【点睛】本题主要考查根据图象求出ω以及函数 f x 的表达式，从而解出，熟练掌握三角函

数的有关性质，以及特殊角的三角函数值是解题关键．

四、解答题：本大题共 6小题，共 70分。解答应写出必要的文字说明、证明过程或演算步骤。

17. 记△ABC的内角A,B,C的对边分别为 a,b,c，已知△ABC的面积为 3，D为BC中

点，且AD= 1．

(1)若∠ADC= π3 ，求 tanB；

(2)若 b2+ c2= 8，求 b,c．
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【答案】(1) 3
5 ；

(2)b= c= 2.

【解析】

【分析】(1)方法 1，利用三角形面积公式求出 a，再利用余弦定理求解作答；方法 2，利用三角

形面积公式求出a，作出BC边上的高，利用直角三角形求解作答.

(2)方法 1，利用余弦定理求出 a，再利用三角形面积公式求出∠ADC即可求解作答；方法 2，

利用向量运算律建立关系求出 a，再利用三角形面积公式求出∠ADC即可求解作答.

【小问 1详解】

方法 1：在△ABC中，因为D为BC中点，∠ADC= π3 ，AD= 1，

则S△ADC= 1
2 AD ⋅DCsin∠ADC=

1
2 × 1×

1
2 a×

3
2 =

3
8 a=

1
2 S△ABC=

3
2 ，

解得a= 4，

在△ABD中，∠ADB= 2π3 ，由余弦定理得 c2=BD2+AD2- 2BD ⋅ADcos∠ADB，

即 c2= 4+ 1- 2× 2× 1× - 12 = 7，解得 c= 7，则 cosB= 7+ 4- 1
2 7 × 2

= 5 7
14 ，

sinB= 1- cos2B = 1- 5 7
14 

2
= 21
14 ，

所以 tanB= sinB
cosB =

3
5

方法 2：在△ABC中，因为D为BC中点，∠ADC= π3 ，AD= 1，

则S△ADC= 1
2 AD ⋅DCsin∠ADC=

1
2 × 1×

1
2 a×

3
2 =

3
8 a=

1
2 S△ABC=

3
2 ，

解得a= 4，
在△ACD中，由余弦定理得 b2=CD2+AD2- 2CD ⋅ADcos∠ADB，

即 b2= 4+ 1- 2× 2× 1× 12 = 3，解得 b= 3，有AC2+AD2= 4=CD2，则∠CAD=
π
2，

C= π6 ，过A作AE⊥BC于E，于是CE=ACcosC= 32 ,AE=ACsinC=
3
2 ，BE

= 52 ，

所以 tanB= AEBE =
3
5 .

【小问 2详解】

方法 1：在△ABD与△ACD中，由余弦定理得
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c2= 1
4 a

2+ 1- 2× 12 a× 1× cos(π-∠ADC)

b2= 1
4 a

2+ 1- 2× 12 a× 1× cos∠ADC
 ，

整理得
1
2 a

2+ 2= b2+ c2，而 b2+ c2= 8，则a= 2 3，

又S△ADC= 1
2 × 3 × 1× sin∠ADC= 3

2 ，解得 sin∠ADC= 1，而 0<∠ADC< π，

于是∠ADC= π2 ，

所以 b= c= AD2+CD2= 2.

方法 2：在△ABC中，因为D为BC中点，则 2AD

=AB


+AC


，又CB


=AB


-AC


，

于是 4AD
 2+CB

 2= (AB

+AC


)2+ (AB


-AC


)2= 2(b2+ c2) = 16，即 4+ a2= 16，解

得a= 2 3，

又S△ADC= 1
2 × 3 × 1× sin∠ADC= 3

2 ，解得 sin∠ADC= 1，而 0<∠ADC< π，

于是∠ADC= π2 ，

所以 b= c= AD2+CD2= 2.

18. an 为等差数列，bn=
an- 6,n为奇数

2an,n为偶数
 ，记Sn，Tn分别为数列 an ， bn 的前n项

和，S4= 32，T3= 16．
(1)求 an 的通项公式；

(2)证明：当n> 5时，Tn>Sn．
【答案】(1)an= 2n+ 3；
(2)证明见解析.

【解析】

【分析】(1)设等差数列 an 的公差为d，用a1,d表示Sn及Tn，即可求解作答.

(2)方法 1，利用 (1)的结论求出Sn，bn，再分奇偶结合分组求和法求出 Tn，并与Sn作差比较

作答；方法 2，利用 (1)的结论求出Sn，bn，再分奇偶借助等差数列前 n项和公式求出Tn，并与

Sn作差比较作答.

【小问 1详解】

设等差数列 an 的公差为d，而 bn=
an- 6, n= 2k- 1
2an, n= 2k
 ,k∈N ∗，

则 b1= a1- 6,b2= 2a2= 2a1+ 2d,b3= a3- 6= a1+ 2d- 6，

于是
S4= 4a1+ 6d= 32
T3= 4a1+ 4d- 12= 16
 ，解得a1= 5,d= 2，an= a1+ (n- 1)d= 2n+ 3，

所以数列 an 的通项公式是an= 2n+ 3.

【小问 2详解】

方法 1：由 (1)知，Sn=
n(5+ 2n+ 3)

2 =n2+ 4n，bn=
2n- 3, n= 2k- 1
4n+ 6, n= 2k
 ,k∈N ∗，
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当n为偶数时，bn-1+ bn= 2(n- 1) - 3+ 4n+ 6= 6n+ 1，

Tn=
13+ (6n+ 1)

2 ⋅ n2 =
3
2 n

2+ 72 n，

当n> 5时，Tn-Sn= 3
2 n

2+ 72 n - (n2+ 4n) = 1
2 n(n- 1)> 0，因此Tn>Sn，

当n为奇数时，Tn=Tn+1- bn+1= 32 (n+ 1)
2+ 72 (n+ 1) - [4(n+ 1) + 6]=

3
2 n

2+

5
2 n- 5，

当n> 5时，Tn-Sn= 3
2 n

2+ 52 n- 5 - (n2+ 4n) = 1
2 (n+ 2) (n- 5)> 0，因此

Tn>Sn，
所以当n> 5时，Tn>Sn.

方法 2：由 (1)知，Sn=
n(5+ 2n+ 3)

2 =n2+ 4n，bn=
2n- 3, n= 2k- 1
4n+ 6, n= 2k
 ,k∈N ∗，

当n为偶数时，Tn= (b1+ b3+⋯+bn-1) + (b2+ b4+⋯+bn) =
-1+ 2(n- 1) - 3

2 ⋅ n2
+ 14+ 4n+ 62 ⋅ n2 =

3
2 n

2+ 72 n，

当n> 5时，Tn-Sn= 3
2 n

2+ 72 n - (n2+ 4n) = 1
2 n(n- 1)> 0，因此Tn>Sn，

当n为奇数时，若n≥ 3，则Tn= (b1+ b3+⋯+bn) + (b2+ b4+⋯+bn-1) =
-1+ 2n- 3

2 ⋅ n+ 12 + 14+ 4(n- 1) + 62 ⋅ n- 12
= 32 n

2+ 52 n- 5，显然T1= b1=-1满足上式，因此当n为奇数时，Tn= 32 n
2+ 52 n-

5，

当n> 5时，Tn-Sn= 3
2 n

2+ 52 n- 5 - (n2+ 4n) = 1
2 (n+ 2) (n- 5)> 0，因此

Tn>Sn，
所以当n> 5时，Tn>Sn.
19. 某研究小组经过研究发现某种疾病的患病者与未患病者的某项医学指标有明显差异，经

过大量调查，得到如下的患病者和未患病者该指标的频率分布直方图：
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利用该指标制定一个检测标准，需要确定临界值 c，将该指标大于 c的人判定为阳性，小于或

等于 c的人判定为阴性．此检测标准的漏诊率是将患病者判定为阴性的概率，记为 p(c)；误
诊率是将未患病者判定为阳性的概率，记为 q(c)．假设数据在组内均匀分布，以事件发生的

频率作为相应事件发生的概率．

(1)当漏诊率 p c = 0.5％时，求临界值 c和误诊率 q c ；

(2)设函数 f c = p c + q c ，当 c∈ 95,105 时，求 f c 的解析式，并求 f c 在区间

95,105 的最小值．

【答案】(1)c= 97.5，q(c) = 3.5%；

(2)f(c) =
-0.008c+ 0.82, 95≤ c≤ 100
0.01c- 0.98, 100< c≤ 105
 ，最小值为 0.02．

【解析】

【分析】(1)根据题意由第一个图可先求出 c，再根据第二个图求出 c≥ 97.5的矩形面积即可

解出；

(2)根据题意确定分段点 100，即可得出 f c 的解析式，再根据分段函数的最值求法即可解

出．

【小问 1详解】

依题可知，左边图形第一个小矩形的面积为 5× 0.002> 0.5%，所以 95< c< 100，
所以 c- 95 × 0.002= 0.5%，解得：c= 97.5，
q(c) = 0.01× 97.5- 95 + 5× 0.002= 0.035= 3.5%．

【小问 2详解】

当 c∈ [95,100]时，

f(c) = p(c) + q(c) = (c- 95) × 0.002+ (100- c) × 0.01+ 5× 0.002=-0.008c+
0.82≥ 0.02；
当 c∈ (100,105]时，

f(c) = p(c) + q(c) = 5× 0.002+ (c- 100) × 0.012+ (105- c) × 0.002= 0.01c-
0.98> 0.02, 
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故 f(c) =
-0.008c+ 0.82, 95≤ c≤ 100
0.01c- 0.98, 100< c≤ 105
 ，

所以 f c 在区间 95,105 的最小值为 0.02．

20. 如图，三棱锥A-BCD中，DA=DB=DC，BD⊥CD，∠ADB=∠ADC=
60°，E为BC的中点．

(1)证明：BC⊥DA；

(2)点F满足EF

=DA


，求二面角D-AB-F的正弦值．

【答案】(1)证明见解析；

(2) 3
3 ．

【解析】

【分析】(1)根据题意易证BC⊥平面ADE，从而证得BC⊥DA；

(2)由题可证AE⊥平面BCD，所以以点E为原点，ED,EB,EA所在直线分别为 x,y,z
轴，建立空间直角坐标系，再求出平面ABD,ABF的一个法向量，根据二面角的向量公式以

及同角三角函数关系即可解出．

【小问 1详解】

连接AE,DE，因为E为BC中点，DB=DC，所以DE⊥BC①，

因为DA=DB=DC，∠ADB=∠ADC= 60°，所以△ACD与△ABD均为等边三角

形，

∴AC=AB，从而AE⊥BC②，由①②，AE∩DE=E，AE,DE⊂平面ADE，

所以，BC⊥平面ADE，而AD⊂平面ADE，所以BC⊥DA．

【小问 2详解】

不妨设DA=DB=DC= 2，∵BD⊥CD，∴BC= 2 2,DE=AE= 2．

∴AE 2+DE 2= 4=AD2，∴AE⊥DE，又∵AE⊥BC,DE∩BC=E，DE,BC⊂
平面BCD∴AE⊥平面BCD．

以点E为原点，ED,EB,EA所在直线分别为x,y,z轴，建立空间直角坐标系，如图所示：

设D( 2,0,0),A(0,0, 2),B(0, 2,0),E(0,0,0)，
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设平面DAB与平面ABF的一个法向量分别为n1
 = x1,y1,z1 ,n2

 = x2,y2,z2 ，

二面角D-AB-F平面角为θ,而AB

= 0, 2,- 2 ，

因为EF

=DA


= - 2,0, 2 ，所以F - 2,0, 2 ，即有AF


= - 2,0,0 ，

∴ - 2x1+ 2z1= 0
2y1- 2z1= 0

 ，取x1= 1，所以n1
 = (1,1,1)；

2y2- 2z2= 0
- 2x2= 0
 ，取 y2= 1，所以n2

 = (0,1,1)，

所以，cosθ =
n1
 ⋅n2


 
n1

 n2

 
= 2

3 × 2
= 6
3 ，从而 sinθ= 1- 69 =

3
3 ．

所以二面角D-AB-F的正弦值为
3
3 ．

21. 已知双曲线C的中心为坐标原点，左焦点为 -2 5,0 ，离心率为 5．

(1)求C的方程；

(2)记C的左、右顶点分别为A1，A2，过点 -4,0 的直线与C的左支交于M，N两点，M在

第二象限，直线MA1与NA2交于点P．证明:点P在定直线上.

【答案】(1) x
2

4 -
y2

16 = 1

(2)证明见解析.

【解析】

【分析】(1)由题意求得a,b的值即可确定双曲线方程；

(2)设出直线方程，与双曲线方程联立，然后由点的坐标分别写出直线MA1与NA2的方程，

联立直线方程，消去 y，结合韦达定理计算可得
x+ 2
x- 2 =-

1
3 ，即交点的横坐标为定值，据此

可证得点P在定直线x=-1上.

【小问 1详解】

设双曲线方程为
x2

a2
- y

2

b2
= 1 a> 0,b> 0 ，由焦点坐标可知 c= 2 5，

则由 e= ca = 5可得a= 2，b= c2- a2= 4，

双曲线方程
x2

4 -
y2

16 = 1.

【小问 2详解】

由 (1)可得A1 -2,0 ,A2 2,0 ，设M x1,y1 ,N x2,y2 ，

显然直线的斜率不为 0，所以设直线MN的方程为x=my- 4，且- 12 <m<
1
2 ，

与
x2

4 -
y2

16 = 1联立可得 4m2- 1 y2- 32my+ 48= 0，且Δ= 64(4m2+ 3)> 0，

则 y1+ y2= 32m
4m2- 1

,y1y2= 48
4m2- 1

，
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直线MA1的方程为 y= y1
x1+ 2

x+ 2 ，直线NA2的方程为 y= y2
x2- 2

x- 2 ，

联立直线MA1与直线NA2的方程可得：

x+ 2
x- 2 =

y2 x1+ 2 
y1 x2- 2 

=
y2 my1- 2 
y1 my2- 6 

=
my1y2- 2 y1+ y2 + 2y1

my1y2- 6y1

=
m ⋅ 48

4m2- 1 - 2 ⋅
32m
4m2- 1 + 2y1

m× 48
4m2- 1 - 6y1

=
-16m
4m2- 1 + 2y1
48m
4m2- 1 - 6y1

=- 13 ，

由
x+ 2
x- 2 =-

1
3 可得x=-1，即xP=-1，

据此可得点P在定直线x=-1上运动.

【点睛】关键点点睛:求双曲线方程的定直线问题，意在考查学生的计算能力，转化能力和综合

应用能力，其中根据设而不求的思想，利用韦达定理得到根与系数的关系可以简化运算，是解

题的关键.

22. (1)证明：当 0< x< 1时，x- x2< sinx< x；
(2)已知函数 f x = cosax- ln 1- x2 ，若x= 0是 f x 的极大值点，求 a的取值范围．

【答案】(1)证明见详解 (2) -∞,- 2 ∪ 2,+∞ 

【解析】

【分析】(1)分别构建F x = x- sinx,x∈ 0,1 ，G x = x2- x+ sinx,x∈ 0,1 ，求

导，利用导数判断原函数的单调性，进而可得结果；

(2)根据题意结合偶函数的性质可知只需要研究 f x 在 0,1 上的单调性，求导，分类讨论

0< a2< 2和a2≥ 2，结合 (1)中的结论放缩，根据极大值的定义分析求解.

【详解】(1)构建F x = x- sinx,x∈ 0,1 ，则F x = 1- cosx> 0对∀ x∈ 0,1 

恒成立，

则F x 在 0,1 上单调递增，可得F x >F 0 = 0，
所以x> sinx,x∈ 0,1 ；

构建G x = sinx- x- x2 = x2- x+ sinx,x∈ 0,1 ，

则G x = 2x- 1+ cosx,x∈ 0,1 ，

构建 g x =G x ,x∈ 0,1 ，则 g x = 2- sinx> 0对∀ x∈ 0,1 恒成立，

则 g x 在 0,1 上单调递增，可得 g x > g 0 = 0，
即G x > 0对∀ x∈ 0,1 恒成立，
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则G x 在 0,1 上单调递增，可得G x >G 0 = 0，
所以 sinx> x- x2,x∈ 0,1 ；

综上所述：x- x2< sinx< x.

(2)令 1- x2> 0，解得-1< x< 1，即函数 f x 的定义域为 -1,1 ，

若a= 0，则 f x =-ln 1- x2 ,x∈ -1,1 ，

因为 y=-lnu在定义域内单调递减，y= 1- x2在 -1,0 上单调递增，在 0,1 上单调递

减，

则 f x =-ln 1- x2 在 -1,0 上单调递减，在 0,1 上单调递增，

故x= 0是 f x 的极小值点，不合题意，所以a≠ 0.

当a≠ 0时，令 b= a > 0
因为 f x = cosax- ln 1- x2 = cos a x - ln 1- x2 = cosbx- ln 1- x2 ，

且 f -x = cos -bx - ln 1- -x 2 = cosbx- ln 1- x2 = f x ，

所以函数 f x 在定义域内为偶函数，

由题意可得：f x =-bsinbx- 2x
x2- 1

,x∈ -1,1 ，

(i)当 0< b2≤ 2时，取m=min 1
b
,1 ，x∈ 0,m ，则 bx∈ 0,1 ，

由 (1)可得 f x =-bsin bx - 2x
x2- 1

>-b2x- 2x
x2- 1

=
x b2x2+ 2- b2 

1- x2
，

且 b2x2> 0,2- b2≥ 0,1- x2> 0，

所以 f x >
x b2x2+ 2- b2 

1- x2
> 0，

即当x∈ 0,m ⊆ 0,1 时，f x > 0，则 f x 在 0,m 上单调递增，

结合偶函数的对称性可知：f x 在 -m,0 上单调递减，

所以x= 0是 f x 的极小值点，不合题意；

(ⅱ)当 b2> 2时，取x∈ 0, 1
b ⊆ 0,1 ，则 bx∈ 0,1 ，

由 ( 1 ) 可 得 f  x  =- bsinbx - 2x
x2- 1

<- b bx- b2x2  - 2x
x2- 1

=

x
1- x2

-b3x3+ b2x2+ b3x+ 2- b2 ，

构建h x =-b3x3+ b2x2+ b3x+ 2- b2,x∈ 0, 1
b ，

则h x =-3b3x2+ 2b2x+ b3,x∈ 0, 1
b ，

且h 0 = b3> 0,h 1b = b3- b> 0，则h x > 0对∀ x∈ 0, 1
b 恒成立，

可知h x 在 0, 1
b 上单调递增，且h 0 = 2- b2< 0,h 1

b = 2> 0，
所以h x 在 0, 1

b 内存在唯一的零点n∈ 0, 1
b ，

当x∈ 0,n 时，则h x < 0，且x> 0,1- x2> 0，
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则 f x < x
1- x2

-b3x3+ b2x2+ b3x+ 2- b2 < 0，

即当x∈ 0,n ⊆ 0,1 时，f x < 0，则 f x 在 0,n 上单调递减，

结合偶函数的对称性可知：f x 在 -n,0 上单调递增，

所以x= 0是 f x 的极大值点，符合题意；

综上所述：b2> 2，即a2> 2，解得a> 2或 a<- 2，

故 a的取值范围为 -∞,- 2 ∪ 2,+∞ .

【点睛】关键点睛：

1.当 0< a2≤ 2时，利用 sinx< x,x∈ 0,1 ，换元放缩；

2.当a2≥ 2时，利用x- x2< sinx,x∈ 0,1 ，换元放缩..
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