


HPM教学课例《等比数列的前项和》
1.1史料收集与分析
人类很早就发现了等比数列及其求和问题，莱茵德纸草书上的问题79，塞琉斯时期（约公元前300年）的泥版AO6484上记载有两个特殊等比数列求和，古希腊数学家埃拉托色尼甚至发明了一种机械工具来推导等比数列的求和，而欧几里得在《几何原本》中给出了等比数列求和的全新推导方法：比例法。这充分说明古人通过归纳猜想、类比推理和递推迭代等方案已经能解决等比数列求和问题。
18世纪，欧拉在其《代数学基础》中使用了我们今天熟知的错位相减法，19世纪开始该法统治了代数教科书并延续至今。但即使如此，19世纪中仍旧出现了拉克洛瓦的“掐头去尾法”，并被多位数学家沿用。
分析以上材料我们可以看出，等比数列在人类的文明史上出现的很早。这说明其基础性、自然性和实用性，也说明学生对等比数列的概念、通项公式和性质的学习不会存在太大困难。而等比数列求和的方法多样，思维各异，有些方法极具创造性，当我们等来错位相消法时文明史已经走过了两千多年，又告诫我们不要妄图在短短40分钟内就能“毕其功于一役”。错位相消法作为等比数列求和这一课的重点和难点，重点在于技巧性和操作性，难点在于思想性和联系性。
1.2 教学设计与实录片段
引入：上一节课，我们学习了等比数列的相关知识（ppt展示），今天我们要来学习等比数列的求和。早在公元前，故人们就已经尝试各种方法来求等比数列的和。比如在公元前300年塞琉斯时期的泥版AO6484上，就有这样的记载。当时的祭司们发现：

。
可以想象，祭司们应该是通过观察和归纳得出来的：



进而也就可以得到：。这种方法具有一般性吗？

生：试过了，不成立，应该有类似的结构，但我猜不出来。



师：确实，猜测的难度有点大，适用性不广。所以祭司们也在尝试别的方案，比如莱茵德纸草书上有这么一个问题：，祭司们发现：，同学们，我们能站在“祭司的肩膀上”，找到等比数列的和吗？


生：因为，所以。

师：那么对于一般等比数列呢？

讨论后，生：，

所以。


师：非常好，虽然没有考虑是一个小小的缺憾，但瑕不掩瑜。到此，我们可以给出等比数列的求和公式了：。虽然我们不清楚祭司最后有没有给出完整的公式，但他们通晓递推关系是肯定的了，考虑到当时也不需要超大数据和抽象数学，做到这里显然已经很好了。但是，人类对等比数列求和方法的探索并没有止步。对于



，欧几里得打算从等比数列的定义，也就是上做点文章。同学们能在这个定义式中，找到吗？

生：，后面的和前面的方法一样。
师：很好，当然欧几里得处理的更巧妙一点：





即。



师：欧几里得把这个方法写在了他的巨著《几何原本》里，时间就这样走过了1500多年，一直到18世纪，大数学家欧拉为我们带来了新方法。观察欧拉的推导过程，应该也是从祭司的递推关系式里得到的灵感，对于：，欧拉没有像祭司那样对右边提出，而是选择两边同时乘以，这就有了：

，观察这两个式子，你能做些什么？
生：两式一减，后面的操作就又和前面一样了。
师：正确。我们已经学习了多种推导等比数列求和公式的方法了，你最喜欢哪一种，为什么？
在讨论后，大多数学生表示欧拉的方法最好，理由是步骤简单，好理解，好操作，能“一次成功”。


师：确实，19世纪以后的大多数代数教科书作者都采用了欧拉的方法，我们称之为“错位相消法”，这个名字起的也很棒，把两个核心操作都概括进去了。尤其是“相消”这个想法，把一个无限式减成了一个有限式。从“相消”这个角度出发，法国数学家拉克洛瓦另辟蹊径，给出了“掐头去尾”法，头指的是，掐头指的是，同学们能猜测剩下的部分吗？
在这种较为明显的提示下，大部分同学顺利完成了掐头去尾法的学习。



由（1）（2）可知：

即：
师：同学们，今天我们沿着历史的轨迹，学习了数学史上多种对于等比数列求和的思考和方法。事实上，早在古希腊，还有一位数学家埃拉托色尼用一种机械工具完成了等比数列求和公式的推导。可以说是“神乎其技”，限于时间，大家可以课后学习。我们本课要掌握的，不仅是公式本身，更应该是公式背后的思考方式。下面，我们利用公式，来解决一些历史上的名题。（后略）
3 课后反思
根据以往的教学经验，直接讲授错位相消法，其教学难度是巨大的。学生既惊叹于其技巧性，又局限于其机械操作性。教师也往往把重点放在训练学生掌握错位相消法的算法特征。这是另一种形式上的“一个定义，三项注意”，而对于这个方法背后的思想性的教学投入是不够的。借助hpm，能让学生广泛而深入的联系等比数列的定义，有助于学生对概念的理解，此之谓“知识之谐”。对比古今方法有助于解释今天学生的学习困难，为学生提供探究的机会，更能进一步确立现代方法的价值所在，此之谓“方法之美”。而经历了上千年几十代数学家的努力才得到的这个成果，更能让学生明白数学结论并不只是教科书上冰冷的文字，而是努力与创造的结果。此之谓“文化之魅”。
从HPM课型的分类来看，本课属于复制和顺应，操作要求相对较简单，而难度更高的重构式则需要教师有更高的理论修养，更丰富的数学史材料积累，以及对数学更深刻的理解。这就需要教师个人在做HPM研究时能坐得住冷板凳，唯有厚积，才能薄发。也因此，HPM研究在良性发展的同时，成本高，难度大，范式少，同道缺等现状也客观存在，HPM领域的“高评价，低应用”仍旧是一个不争的事实。汪晓勤教授认为：“不论未来的数学教育会经历怎样的变革，不论未来的数学教育理论会经历怎样的新旧交替，数学的历史永远无法改变，而基于数学历史发展规律的数学教育研究也必将经得起历史的考验，我们有理由相信，HPM必将成为数学教育中的一道亮丽风景！”
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