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１　引言

“表征”作为认知过程中的基本单位，其在数

学学习心理与数学问题解决研究领域中占有不可

替代的地位，同时也是人们进行复杂数学学习活

动和理解概念 建 构 过 程 的 必 经 途 径．相 关 研 究 表

明，数学表征在学生理解概念、关系或关联以及解

决问题过程所使用的数学知识方面有着至关重要

的作用．
通过文献检索发现，国内外关于数学 表 征 的

研究在主题与方法上有许多共同之处，也存在着

不少差异．总体来说，这类研究都非常关注几何表

征的教学实践及其意义；同时，国外研究比较侧重

于对表征认知过程的描述刻画，试图建立媒介（如

计算机等）与表征转换的联系，并对影响表征的因

素进行探索，进行改善教学的任务设计，研究学生

的学习困难等；国内研究则较多从整体上去关注

学生表征以及其他核心能力上存在的差异，而在

微观层面上，对学生在具体概念进行表征时呈现

的特点或遇到的困难的关注较少．
表征作为一个非常复杂而微妙的概 念，是 教

育研究者认识和理解学生在参与学习活动、概念

学习与掌握过程 中 的 关 键 变 量，关乎学生表征能

力的测试，在为人才培养目标的设置提供参考依据

方面具有十分积极的意义．本研究以几何中的“相

似”概念为例，对学生对其理解及表征形式转换的

表现进行测试，试图获得某一地域学习群体对此概

念进行表征时呈现的特点，为理解学生在相似概念

的构建及进行学习困难指导方面提供策略依据．

２　研究设计

２．１　研究问题及方法

在核心素养内涵构建的背景下，有研 究 者 类

拟ＰＩＳＡ所提出 的 数 学 素 养，以 情 景、内 容、能 力

为测评框架，对八年级学生的数学表征能力展开

大规模的施测．表 征 转 换 能 力 分 为 系 统 间 表 征 和

系统内表征．系统间表征是指在书面符号、几何图

形（表）、语言文字（口头）以及操作性表征四个数

学表征系统之 间 进 行 的 表 征 转 换．系 统 内 表 征 包

括变量替换、初等几何变换、恒等变形、映射变换

四种．并将数学表征与转换能力划分为再现、联系

和反思三个水平．
表１　数学表征与转换能力的水平划分［１］

能力成分
水平层次

水平１：记忆与再现 水平２：联系与变换 水平３：反思与拓展

数学表征

与转换

能够 在 标 准 化 的 情 境 下 直 接

处理 较 为 熟 悉 的 表 征 并 加 以

利用，如将 熟 悉 的 文 字 表 达 转

化为符号、图形或图表等

在较 为 熟 悉 的 情 境 中 能 够 清

楚地 解 释 和 转 化 两 种 以 上 不

同的表征形式；

针对 问 题 情 境 设 计 出 某 种 表

征形式

能够理解和应 用 非 标 准 形 式 的 表 征；能

够在较为复杂 的 问 题 情 境 中，为 问 题 的

关键步骤设计 特 定 的 表 征；能 够 比 较 和

权衡不同的表征形式

　　宏观能力测试对学生培养目标的设置有着重

要的参考价值．然而，深入探究某一群体在特定概

念进行表征时的微观呈现及其表现与概念理解之

间能够建立什么样的对应关系，对于在数学活动

中通过学生的表现判断学生对概念理解程度的教

育工作者来说，有着更为现实的应用意义．
结合施测操作的客观性，研究选取叙 述 性 表

征与描述性表征的转换作为测试目标，分别以正

·８４· 　　　　　　　　　　　 　　　中学数学月刊　　　　　　　 　　　　　２０１９年第１期



逆两个方向的转换进行测试题设计．最后，结合表

征与转换能力的水平划分过程中涉及关于情景的

标准化与非标准化的区别，研究设计了一系列关

于“相似”概念的表征，包括标准化与非标准化的

表达方式．借鉴相关研究［１］中采用的方法，呈现不

同画法标准下的“相似”概念，用开放题的形式测

试学生对不同 标 准 下“表 征”的 识 别 和 论 证．具 体

研究问题如下：

（１）九年级学生如何对“相似”概念进行操作

性的表征？

（２）九年级学生在对“相似”概念进行表征转

换时表现如何？是否存在转译困难？

（３）该 群 体 如 何 对 标 准 化 和 非 标 准 化 的“相

似”概念表征进行识别的？

根据以上问题，本研究进行测试题设 计 与 编

制，最终确定包括五道大题，共７小题，均以开放

题和半开放题为主，施测前通过教师和学生的访

谈并对测试问 题 进 行 了 部 分 调 整．确 保 测 量 的 有

效性之后，便开始对样本学生进行施测．

２．２　正式测试实施过程

２０１７年１０月２３日下午，测试问卷投放于上

海市嘉定区震川中学进行施测，在九年级普通班

中抽取了两个班共６６名学生（学生的年龄及性别

信息如图１所示），进行了长约４０分钟的测试．在

此次测试的一周以前，学生已经学习了相似形的

概念判断、相似的基本依据以及相似形相关的基

本特征．

图１　测试学生样本的性别年龄比例分布

３　研究结果

对测试卷进行回收并对所测结果编 码 分 类，

得到的结果如下：

（１）九年级学生基本能根据概念特征描述“相

似”，并写出相应的思维过程

为了观测学生对“相似”概念的直接表征，本

研究设计了相似图象的辨析，并要求学生简要表

述理由，试图通过学生对相似形的判定，寻找处于

该年龄段学生对“相似”概念的表达与其认知思维

之间的关系．

　图２

测试 题 样 例１　如

图２，方格纸上各方格的

边 长 为 １ 个 单 位，

△ＡＢＣ 与△Ａ１Ｂ１Ｃ１ 是

两个格点三角形．请你判

断这两 个 格 点 三 角 形 是

否 相 似？ 并 写 出 你 的

理由．

图３　九年级学生在相似形判断测试的表现

样本学生的 表 现 如 图３所 示．通 过 对 数 据 结

果分析发现：１）样本中近９５％的学生能够正确判

断图中两个三 角 形 是 否 相 似．他 们 基 本 能 通 过 已

学过的相似三角形的判定方法进行判定，并且能

够利用文字表达自己的理由，比如通过角的关系、

通过边的关系进行判断．２）在表达相似的样本中，

有些学生只是通过观察而非通过严谨的逻辑语言

来做出判断，感觉“看起来”相似就认为是相似．也
有部分学生在叙述理由时论证不完善，比如只表

达出了相似判 定 中 的 部 分 内 容．从 数 据 中 可 以 看

到，部分学生不能很好地进行数学概念描述方面

的话语交流（话语表征），不能很好地描述对应的

思维过程．
（２）九年级学生能够较好地对相似图形进行

图象表征，但是对相似概念进行叙述性表征与描

述性表征存在困难

为了观测学生对相似图形的表征，以 及 相 关

概念的叙述性表征和描述性表征，研究设计了一

道作图并描述的测试题，也即图形表征向图形表

征转译和文字转译，重点分别关注学生表征过程

中对图形的变换以及关系的描述．
测试题样例２　请在图４的方格图中画出一

个与△ＡＢＣ相似的三角形，并写出你认为你画出

的三角形与原三角形相似的理由．
样本学生的 表 现 如 图５所 示．经 对 测 试 数 据

结果分析，发现样本中将近８２％的学生都能根据

题干要求描画 出 符 合 要 求 的 相 似 图 形．这 表 明 上
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　图４

海市 该 年 龄 段 的 学 生 能 理

解关 于“相 似”概 念 的 叙 述

表征，并能够转译成符合条

件的图象，即能准确地将叙

述性 表 征 转 化 为 描 述 性 表

征，得 到 所 需 图 形．约１８％
的学生不能很好地根据文字与图象的含义明确和

定位其中所涉及的几何元素，无法完整地完成相

似概念的转译工作．在正确描画出图形的学生中，

也有大部分学生无法正确或者完整地叙述相似的

理 由，说 明 相 似 概 念 的 叙 述 性 表 征 能 力 还 有 待

提高．

图５　九年级学生在图形表征与描述测试的表现

可见，九年级学生对相似概念的多种 表 征 方

式进行转译时，存在着不平衡的能力发展表现．总

体上，由叙述 性 表 征（如 文 字）向 描 述 性 表 征（图

形）的转换表现良好，而由描述性表征向叙述性表

征反方向转译时存在较大的困难．
（３）九年级学生对平面内标准形式的“相似”

概念表征识别表现良好，但对非标准形式下的相

似结论的转译与辨识仍存在认知困难

《义务教育 数 学 课 程 标 准（２０１１年 版）》在 培

养目标中提到［２］，数学课程应当注重发展学 生 的

符号 意 识、空 间 观 念、几 何 直 观 等 能 力 和 模 型 思

想．其中“几何直观”被描述为“主要是指利用图形

描述和分析问 题．借 助 几 何 直 观 可 以 把 复 杂 的 数

学问题变得简明、形象，有助于探索解决问题的思

路，预测结果．几何直观可以帮助学生直观地理解

数 学，在 整 个 数 学 学 习 过 程 中 都 发 挥 着 重 要 作

用．”由此可见，我 国 在 课 程 目 标 上 对 几 何 概 念 在

培养学生的数学观念和能力上给出了具有针对性

的论述．这对于 本 研 究 所 关 注 的“相 似”概 念 表 征

的“标准”的解读有着重要的参考价值．
为了观测学生对于不同标准下由“相似”概念

所得到的结论，研究结合课程标准中对空间观念

的培养目标要求，设计了一道对非标准形态下求

解图形面积的 问 题．此 题 与 被 测 样 本 在 七 年 级 时

完成的一次关于“平行”概念的表征相联系，用以

检测通过实验是否在相关概念的表征与转译中有

所转变．以开放题的形式让学生进行作答，重点关

注学生是否 能 识 别 基 于 不 同 标 准 下 的“相 似”表

征，以及标准下的表征方式对学生思维存在何种

程度的定势影响．

　图６

测试题 样 例３　如

图６，方 格 纸 上 各 方 格

的边 长 为１个 单 位，直

线ｌ１，ｌ２ 是 两 条 相 互 平

行的直线，Ａ，Ｂ 两 点 位

于直线ｌ１ 上，点Ｃ 位于

直 线ｌ２ 上，且 △ＡＢＣ
为格点三角形．请你用合适的方法算出△ＡＢＣ 的

面积．
如上所示，非标准形态下的三角形面 积 的 求

解可以借鉴 平 行 线 之 间 的 距 离 处 处 相 等 来 解 决．
本问卷中设计这一问题的目的是考查参与实验的

学生在通过教师一年以来的电子白板实验过程中

是否内化了“等 积 变 化”的 思 想．在 这 一 题 目 的 解

答过程中，相当一部分学生表现得不尽如人意，仅

有少部分学生用了平移点Ｃ 到与点Ｂ 在 同 一 水

平线上的方法解决这一问题．
对于“相似”在非标准形式下的概念表征，九

年级学生对其的真实识别率非常低．如图７所示，

对于平行线间距离处处相等这一概念大部分学生

都能接受，但是在植入三角形的面积以后，很多学

生受到思维定势的影响，将线段ＡＢ 作为底边，从

而作出ＡＢ 边上的高．只有约１４％的学生能将三

角形的面积 进 行 等 积 转 换，即 移 动Ｃ 点．研 究 发

现：标准形式下“相似”概念的特征及其结论，对进

行非标准下的 概 念 表 征 有 着 较 大 的 影 响．学 生 也

很难对其结论进行有效的迁移，这一结论在其他

的测试题中也表现明显．

图７　九年级学生在对相似概念的

不同标准形式的表征识别表现

测试 题 样 例４　如 图８，ＢＦ，ＡＥ 分 别 是
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△ＡＢＣ的边ＡＣ，ＢＣ 上的高，ＢＦ 与ＡＥ 相交于

点Ｄ．

图８　　　　　　　　　　　图９

（１）请 你 尽 可 能 多 地 找 出 图 中 相 似 的 三

角形；

（２）如 图９，若 联 结ＥＦ 两 点，则 图 中 是 否 产

生新的相 似 三 角 形？若 有，请 指 出 并 证 明，若 没

有，请说明理由．

图１０　第１题答题情况　　图１１　第２题答题情况

经测试，九年级学生在对相似三角形 概 念 及

其判定的掌握上已经达到要求，但是在对其进行

表征的过程中 存 在 着 无 法 遍 历 的 特 点．这 表 明 九

年级学生在初步学习掌握“相似”概念后，大部分

学生基本能理解并识别标准形式下“相似”的概念

表征，能依据概念的基本特征对图形进行判别．测

试的结果表明，九年级学生在对相似概念的理解

和表征表现与数学表征与转换的核心能力划分的

中低能力水平（水平１、水平２）存在一定程度上的

吻合，即对标准化情境下的概念表征能进行较好

的判断，也能进行一些不同表征形式的转换，但未

能达到较高能力水平（反思与拓展）的要求．

４　结论与建议

通过以上结果分析，本研究得到的基 本 结 论

及对应的教学建议如下：

首先，九年级学生对“相似”概念操作性定义

的理解表现良好，但运用数学话语表达的能力仍

有待提升．从测试结果来看，大部分学生基本能正

确地进行概念的作图操作，但不能很好地运用语

言表征描述其判断依据及过程，说明九年级学生

对“相似”的操作性定义有着较好的理解．因此，在

“相似”概念的教学中，建议教师在鼓励学生动手

操作的同时，注意培养学生的数学话语表达能力，

加强课堂师生对话交流，引导学生正确使用书面

语言对数学思维活动进行描述．
其次，九年级学生在对概念及其判定 依 据 进

行不同表征形式的转译时存在单方向性的困难，

特别在描述性图形表征转化为叙述性文字表征的

过程中尤为明显．前文的论述中也提到，学生的表

现差异或许与文化有关，但总得来说，还是与学生

在解题过程 中 养 成 的 习 惯 有 着 密 不 可 分 的 关 联．
有研究者认为，学生的表征能力能够通过教学得

到提高，具体的策略有：（１）鼓励有目的的表征选

择；（２）鼓励通过对话明确表征之间的关联；（３）对

表征之间的联 系 作 交 替 性 的 指 导．国 内 许 多 研 究

也认同［３］，多元表征方式的呈现无论对问题 本 身

的理解还是促进学生的思维发展，均有重要意义．
因此，建议在几何概念教学的过程中采用多元的

表征方式，尤其应注意多鼓励学生进行例如画图

等描述性表征方式的学习，这将有助于提升学生

在数学表征与转换方面的核心素养．
最后，九年级学生对标准形式下的相 似 表 征

基本能很好地判别，对非标准形式下的“相似”仍

未能很好地辨别．对于该群体学生的测试表现，可

能的原因是什么？是这个年龄阶段学生的认知思

维能力所限，还是课程体制下学生较少接触课程

之外的概念表征形式，抑或是其他因素？具体的

缘由仍有待于 进 一 步 的 研 究．而 数 学 概 念 大 多 来

源于现实，其存在的表征形式存在着多样性，如何

在理解“教育数学”视角中的概念的同时又不割裂

对“数学”与“现实”的联系，同样值得广大教育者

更多的深思熟虑．
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