数学解题的思想方法

王正林

数学解题的思想方法
数学是一门具有方法论意义的学科。

数学方法是解决问题的方略，是指解决数学问题时所使用的具体方法。

数学方法的具有的两个特性：

1 数学解题方法具有可操作性
数学解题方法不仅有明确的内涵，而且具有可操作性，有实施的步骤。由于对概念的
理解不同，或者是观察问题的角度不同，从而操作的方法也不相同。从而形成不同的解法。
2 数学解题方法具有思想性
解题必须有思想的指导,也就是说,数学基本方法是具有思想性的. 数学的思想是数学基本方法的灵魂. 盲目的解题操作是低效的,机械的操作是低层次的. 而当使学生的解题分析有思想方法的指导，解题操作有明确的目标，从而就能形成良好的思维素质.  

用数学思想去指导解题,就能从根本上提高思维能力, 提升思维层次, 从根本上提高数学能力, 这是数学学习的有效方法之一,也是数学学习的目的.

在高中数学教学中，揭示一些数学方法的操作规律，并强化提升达到一定的熟练程度也是高中数学教学的重点。必须注意到，在解题教学中不要刻意地追求技巧，让学生掌握基本方法才是我们的教学重点。

数学解题方法的操作性
从未知量的取值一般方法看数学解题方法的的操作
（1）函数消元求值法；
例1．已知
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（2）方程求解法。
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例1．已知椭圆
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，过椭圆的上顶点作以
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为圆心，
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为半径的圆的两条切线，切点分别为
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，直线
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恰好过椭圆的下顶点，求椭圆的离心率。  
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例2．已知点
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的重心，过点
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作直线与
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边分别交于点
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解：将向量
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用基底
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表示，由
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① 等式
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② 将等式
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从直线与平面的证明方法看数学解题方法的操作性
直线与平面平行的证明：
方法（一）

在平面内找一条直线与平面外的已知直线平行，即利用线面平行的判定定理来证明。

这条平面内的直线如何找？

一般地，过已知直线及与已知直线、已知平面都相交的的直线作一个平面，这个平面与已知平面的交线就是要找的直线 (如图(1))；也可以经过过已知直线上两点且与已知平面相交的两条平行直线而得到(如图(2))。
下列两个基本图形称作在已知平面内给出一条直线与已知直线平行,证明直线与平面平行的基本图形。
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方法（二）
用面面平行的方法证明.
例1．在四棱锥
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为平行四边形，
点
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求证：
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∥平面
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。
方法（一）：
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考虑到直线
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是与直线
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、平面
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都相交的直线，应用基本图形（1）添加辅助线。
注意到，
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，平面
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的交线为
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就是要找的平面
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    再注意到，点
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方法（二）：
考虑到直线
[image: image70.wmf]BD

是与直线
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、平面
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都相交的直线，应用基本图形（1）添加辅助线。

注意到，
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确定的平面
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都相交，交线分别为
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平行的直线），它们的交点为
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就是要找的平面
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内与平面外的直线
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    方法（三）：
    考虑到直线
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或直线
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是与平面
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相交的直线，应用基本图形（2）添加辅助线。
在平面
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方法（四）：
用面面平行的方法证明.

过
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作平面与平面
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平行。
① 过
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② 过
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例2．（2008-2009学年度第一学期期末质量调研题）如图，四棱锥
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（1） 求证：平面
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证明：（1）∵ 底面
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显然，
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方法（一）：
考虑到直线
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方法（二）：
考虑到直线
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注意到
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方法（三）：                       方法（四）：
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方法（五）
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从求变量取值范围的一般方法看数学解题方法的的操作性
（1） 变量的取值不但要受到题设条件对其的直接制约，而且要受到题设条件中相关
变量的间接制约。
例1． （1）已知
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解③：
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例2．已知等腰
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分析：显然本题必须给出对表达式
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消元后剩下的那个变量的取值范围。

解：∵ 在等腰
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例3．已知角
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(2) 求变量取值范围的一般方法：根据题设条件给出变量间的关系等式、不等式，让等式起消元的作用，将关系式组转化为不等式组或函数求解。

当关系式组中只有不等式时，可以考虑规划的方法求解。

例4．已知函数
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解: (1) 首先给出与变量
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解不等式知，
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关系式组
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解（2）：

解法（一）：函数（线性规划）法
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由等式（*）知，
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解法（二）：利用二次函数的性质
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数学解题操作方法的提升

例1. 
（1）求函数
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（2）求能使函数
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的最小值是
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的实数
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分析：求函数
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的最小值，学生会感到很容易，而改变为题(2)，操作要求就提升了，题（2）实际上是一个求函数的最值的问题。
例2. 
（1）讨论函数
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① 讨论函数
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的奇偶性；② 函数
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（2）设
[image: image334.wmf]a

为实数，函数
[image: image335.wmf])

(

1

)

(

2

R

x

a

x

x

x

f

Î

+

-

+

=

 。

① 讨论函数
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（3）已知
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分析：题（1）
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题（2）
[image: image343.wmf]Þ

题（3），操作要求提升了。
数学解题方法的思想性
例1． 化简 
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解法（一）：（技巧方法）
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解法（二）：

[image: image350.wmf]b

a

b

a

b

a

2

2

2

2

2

2

cos

cos

sin

sin

sin

sin

+

-

+



[image: image351.wmf])

sin

1

)(

sin

1

(

sin

sin

sin

sin

2

2

2

2

2

2

b

a

b

a

b

a

-

-

+

-

+

=



[image: image352.wmf]1

)

sin

sin

sin

sin

1

(

sin

sin

sin

sin

2

2

2

2

2

2

2

2

=

+

-

-

+

-

+

=

b

a

b

a

b

a

b

a


例2．（课本第四册
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课本提示：“将
[image: image355.wmf]0

10

表示为
[image: image356.wmf]0

0

20

30

-

，从而将待求式的角统一用
[image: image357.wmf]0

20

表示”。这句话的思想本质是：消元思想。
解：
[image: image358.wmf]0

0

0

20

cos

20

sin

10

cos

2

-


    
[image: image359.wmf]0

0

0

0

20

cos

20

sin

)

20

30

cos(

2

-

-

=



[image: image360.wmf]0

0

0

0

20

cos

20

sin

20

sin

20

cos

3

-

+

=



[image: image361.wmf]3

20

cos

20

cos

3

0

0

=

=


例3．求
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例4．已知
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解法（二）：∵ 
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这一步的实质就是消元。常见的消元方法有：① 自身消元；② 条件等式对表达式消元；③ 两个变量都用第三个变量表示。
令
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方法（1）：本方法与解法（一）实质相同。
令
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分析：在以上解题方法中有一个很重要的数学思想：消元。
例5．已知二次函数
[image: image452.wmf])

(

)

(

2

a

b

c

bx

ax

x

f

>

+

+

=

在实数集
[image: image453.wmf]R

上的函数值恒为非负值，求
[image: image454.wmf]a

b

c

b

a

M

-

+

+

=

的最小值。

解：∵ 二次函数
[image: image455.wmf]c

bx

ax

x

f

+

+

=

2

)

(

在实数集
[image: image456.wmf]R

上的函数值恒为非负值，

∴ 
[image: image457.wmf]0

>

a

， 
[image: image458.wmf]0

4

2

£

-

=

D

ac

b


∵ 
[image: image459.wmf]a

b

>

，

∴ 
[image: image460.wmf]1

>

a

b

， 
[image: image461.wmf]0

4

)

(

2

£

-

a

c

a

b

，
[image: image462.wmf]2

)

(

4

1

a

b

a

c

³


∴  
[image: image463.wmf]a

b

c

b

a

M

-

+

+

=

=
[image: image464.wmf]1

1

-

+

+

a

b

a

c

a

b

  （消元）

[image: image465.wmf]³



 EMBED Equation.3  [image: image466.wmf]1

)

(

4

1

1

2

-

+

+

a

b

a

b

a

b

   （放缩、消元）
=
[image: image467.wmf]1

4

9

)

1

(

4

5

)

1

(

4

1

-

+

-

+

-

×

a

b

a

b

a

b

a

b

=
[image: image468.wmf]1

4

9

4

5

4

1

-

+

+

×

a

b

a

b

=
[image: image469.wmf]2

3

]

1

4

9

)

1

(

4

1

[

+

-

+

-

a

b

a

b



[image: image470.wmf]2

3

1

4

9

)

1

(

4

1

2

+

-

×

-

³

a

b

a

b

 

（当且仅当
[image: image471.wmf]1

4

9

)

1

(

4

1

-

=

-

a

b

a

b

，即
[image: image472.wmf]4

=

a

b

，
[image: image473.wmf]a

b

4

=

时，等于号成立）

=
[image: image474.wmf]3


例6．（2008-2009期末复习一（函数（2）练习6）已知二次函数
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例3．如图，在三棱柱ABC－A1B1C1中， D，E分别为AB，A1C中点．
求证：DE∥平面BB1C1C；
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