略论数学形象思维
四川渠县大石初中 徐有政
　　1 数学形象思维的涵义
　　对数学中形象思维的“形象”，长期以来，人们的认识仅仅局限于几何图形，从而把数学形象思维能力的培养也错误地局限在几何教学之中．事实上，数学形象至少有四类：
　　1．1 直观形象
　　直观形象包括平面几何图形、立体几何图形、函数图象等．这样的形象思维属第一层次的几何思维，它常用于研究尚具有直观特点的几何问题．画出文字语言所表示的图形，添加几何证明中的辅助线，把实际问题数学化为几何问题，皆属这个层次的形象思维．
　　1．2 经验形象
　　一定的“形”常对应一定的“式”．解代数题时，抓住式的结构特征，反过来联想与之对应的形，把代数题转化到几何领域，通过研究形的性质而解决．这种由式而产生的图形，也就是经验形象．直观形象和它所反映的本质成块地贮存在人的大脑里，就成为经验形象．象握手、比赛问题用连线段求解；行程、工程问题用构矩形求解；方程问题用函数图象求解，都是经验形象的作用．这种形象思维属第二层次的类几何思维．类几何思维是主体把已知和与已知类似的经验形象沟通，从而解决代数问题的一种思维．
　　代数公式、命题、命题推理论证等的整体形象也属经验形象．例如，已知实数a、b、c，且满足a＞b＞c，a＋b＋c=1，a2＋b2＋c2=1．求证：1＜a＋b＜4/3．有a＋b=m，a2＋b2=n便可用韦达定理构造一元二次方程．“a＋b=m，a2＋b2=n”就是主体的经验形象．把本题已知与此一沟通，便得①a＋b=1-c，②ab=c2-c，进一步得根为a、b的方程x2-（1-c）x+（c2-c）＝0，问题得解．这里，由已知式到①、②，进行的就主要是由一式到另一式的类几何思维．
　　1．3 创新形象

　　创新形象就是主体面对一个新的问题情景，在经验形象基础上想象出的一种新形象．如互补的两角之差是36°，求较小角的余角．此题一般列方程求解，而一学生却用形象思维构图1巧解了此题．图1就是创新形象；线段AB、BC表示互补的两个角，把AC对折，得中点O和B的重合点B′，则BB′表示两角之差36°，较小角的余角为BO=BB′／2=18°．创造新形象解决问题的思维属第三层次的创新形象思维．笛卡尔创立解析几何，进行的也就是创新形象思维．
　　1．4 意会形象
　　爱因斯坦在回答阿达玛所准备的一组问题时写到：“无论是在写作的时候，还是在论述的时候，所使用的单词或语言对于我正在进行的思维活动几乎不起丝毫作用．作为心理元素的思维实体只是某些符号，以及时而清楚时而模糊的意象……”阿达玛也说：“在我所从事的全部数学研究中，我都会构作这样的图象，它一定是一幅模糊的东西，有了这个图，我才不会误入歧途．”此处，爱因斯坦、阿达玛所说的“意象”、“图象”就是意会形象．意会形象一般不进入人类公认的知识体系，只存在于单个人的头脑中，它是主体个人对数学对象的一种整体把握．模糊、易变，只能意会，不好言传是其主要特点．这种意会形象的思维，称之为意象思维，属形象思维的最高层次——第四层次．
　　综上可知，数学形象思维是人们通过形象反映数学对象间关系的过程，它既具有形象性，又具有抽象概括性，它不仅活跃在几何教学里，而且在代数教学中也有充分体现．
　　2 数学形象思维与抽象思维的关系
　　先看一例子：当实数a在什么范围内取值时，曲线（x-a）2／2+y2=1和曲线y2=x／2有公共点？
　　如果仅从抽象的数的知识方面思维，则有
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　　得x2-（2a-1）x＋a2-2=0，由Δ≥0得，a≤9／4时，两曲线
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能使学生彻底明白失误原因，这又得从抽象的逻辑思维中去找答案：方程有实数解仅是原方程组有解的必要非充分条件，故还须结合图形求解．
　　由此可见，数学形象思维与抽象思维具有互补关系，它们犹如人的两目，在实际思维过程中总是协同进行．在数学学习中，二者应互相配合，相辅相成；在数学教学中，两种思维的训练均不可轻而视之，更不可缺少任一方面．
　　3 数学形象思维的训练价值
　　3．1 有益于解题
　　“问题是数学的心脏”，教会学生解题是中学数学教学的首要任务．“解题者所做的脑力工作就在于回忆它的经验中用得上的东西”并和它的解题思维联系起来，这是表象——联想——想象的形象思维过程．形象思维能力较强的人，思考问题时各种形象经常浮现眼前、活跃在脑海里，这有助于搜集有用信息，激活解题思路，从而有效地解决问题．
　　3．2 有益于发展创造性思维
　　数学形象美而有趣，它不仅有利于激发学生的创造性想象，而且会引导学生主动地实验、研究，从而发现问题、探索问题、解决问题直至深化问题．又由于数学创造思维往往先通过形象、灵感、数学美感等抓住问题实质，迅速找出解决问题的突破口，再通过逻辑思维作出严格证明，所以对学生形象思维能力的训练将有益于学生创造性思维的发展．
　　3．3 有益于开发右脑潜能
　　大脑生理学认为，人大脑的两个半球功能不同，左脑主管抽象思维，右脑主管形象思维；右脑的信息容量是左脑的100万倍．而有关资料却证明，在数学上抽象思维是形象思维的几十倍．可见，在数学学习上，右半脑远远没有得到开发，而其开发潜力又是巨大的．加强形象思维训练就是开发右脑潜能的一个重要途径．
　　4 数学形象思维的训练方法
　　4．1 通过直观教学 丰富学生的数学形象 促进数学形象思维
　　4．1．1 直观演示
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　　用现成的或自制的数学模具演示，如长方体盒、圆锥等；用活动的投影片演示，如图象的平移、图形的运动等；用组合投影胶片演示，如复杂图形的分解、组合，同一坐标系上不同类型的抛物线等．还可利用小黑板．例如，要引出与圆有关的角的定义，可在一小黑板上作⊙O，把弹性较好的橡皮筋两端固定在⊙O上的A、B两点（如图2），在AB上任取一点C，将其运动到圆内、图外、圆心、圆上……
　　4．1．2 动手实验
　　例如，讲轴对称图形时，用一张纸画出直线l及△ABC，然后沿直线l对折，用针插穿A、B、C三点，在l的另一侧留下A、B、C的对应点A′、B′、C′．导出轴对称图形后，问：作对称图形难道每次都对折吗？怎么办？学生动手仿上述方法做一次，在纸上研讨A、A′的位置关系，很快便可得出AA′被l垂直平分，从而得出作轴对称图形的方法．动手实验不仅有利于丰富数学形象，而且有助于学生领悟数学的实验研究方法．
　　4．1．3 形象表述
　　对抽象概念，可调动学生已有表象形象描述．如直线可视为从太阳（一点）出发的向两方无限远射的直的太阳光（伴着口述画图），它没有长度，没有粗细．进一步想象，这条直线上太阳与地球间的部分为线段；从太阳出发的太阳光穿过地球后的形象，就是以太阳为端点的射线．
　　对抽象数式，可提供形象材料促进学生的形象思维．如讲平方差公式，可先用面积给出公式的几何形象，再给出直观的公式形象：
（□+△）（□-△）=□2-△2
　　□、△好似两个空位，里面可放入具体的数，也可放入字母代数式、三角函数式、对数式等．用这种方法教学既可使学生深刻理解公式，又使教学形象、生动，也有利于学生形象记忆，发展类几何思维．
　　4．2利用类比和联想丰富学生的想象力训练数学形象思维
　　4．2．1识图教学
[image: image5.jpg]



　　平几中，识图（形象思维）是论证（抽象思维）的先导，要教学生做到三会：一会识别各种位置的基本图形，并能从复杂图形中抓住条件找出有用的；二会多角度观察图形，做到一计不成，又生一计；三会联想相关图形，能根据一种形的特征联想到相关的另一种形，通过辅助线有效地解决问题．如图3，已知△ABC中，AB=AC，DC=BE，求证：DF=EF．利用类比、联想，可作DG∥AB或作EH∥CA构造全等三角形；也可作MD∥BC或作 EN∥BC构造中位线定理的基本图形．添作辅助线多方发散，有利于丰富学生的想象，培养数学形象思维能力．
　　4．2．2数形结合
　　华罗庚说：“数形本是是相倚依，焉能分作两边飞？数缺形时少直觉，形缺数时难入微．数形结合百般好，隔离分家万事休，几何代数统一体，永远联系莫分离．”数形结合既指用数研究形，又指以形研究数．后者主要包括两类：
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　　一是联想数学经验形象构图解代数题．例如：已知0＜a＜1，0[image: image7.jpg]<b<1,

et e 0 a) (1m0 242, BEALT T NT



面直角坐标系里点P（a，b）到原点O的距离，则可设点 A（1，1），
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　　二是联想生活经验形象构图解代数题．例如，有甲、乙两桶水，把甲桶的水倒入乙桶10升，则甲、乙两桶水相等；若把乙桶的水倒入甲桶5升，则甲桶的水是乙桶的水的两倍．求甲、乙两桶各有多少升水．借助经验形象思维，由图5得乙桶原有水35升，甲桶原有水55升．
　　4．3加强模型教学 促进思维不断简缩 发展数学形象思维
　　4．3．1模型化
　　教学中，把数学基本问题及其解法，几何中的概念及图形、定理及证明，代数中的公式及应用，代数式中反复出现的特殊结构等分别组块，作为模型训练成经验形象，复杂问题便可看成关于模型的简单问题，从而迅速架通已知向未知的桥梁，简缩思维过程．
　　4．3．2建模
　　建模就是由实际问题提炼出数学模型的过程，可分四步：第一步，将实际问题抽象成数学问题，要求准确反映实际问题的本质特征和主要关系，并合理简化；第二步，研究数学问题，得出数学解；第三步，对数学解进行解释、评价，提炼出数学模型；第四步，应用数学模型．建模，特别是建立几何模型，既要发挥想象，又要运用抽象，比如n人互相握手问题，可把人想象成点，握手想象成两点连线，握手次数则可抽象成直线上有n个点，求线段条数；也可抽象成求n边形的边和对角线条数的和．但无论哪一种，他们都是形象思维与抽象思维的完美结合．建模体现了“数学教学是数学活动的教学”观，是发展学生数学形象思维、培养创造才能、促进数学发现的有效方法．教学中应引起足够的重视．
　　4．3．3练习
　　模型的建立和熟练应用，需要练习，正如皮戈亚夫林斯基所说：“思维过程，最初是完全按详细方式进行的，学生经过一定程度的练习后，就逐渐表现为简缩的省略形式”．教师要加强对学生推理中逻辑步骤的不断简缩的训练，同时启发想象，帮助学生建构处于具体形象和概念抽象之间的智力图象，以利于产生创新形象，发展意象思维．
