第三讲　二次函数(上)
　　二次函数是最简单的非线性函数之一，而且有着丰富内涵。在中学数学数材中，对二次函数和二次方程，二次三项式及二次不等式以及它们的基本性质，都有深入和反复的讨论与练习。它对近代数学，乃至现代数学，影响深远，为历年来高考数学考试的一项重点考查内容，历久不衰，以它为核心内容的重点试题，也年年有所变化，不仅如此，在全国及各地的高中数学竞赛中，有关二次函数的内容也是非常重要的命题对象。因此，必须透彻熟练地掌握二次函数的基本性质。 
　　学习二次函数的关键是抓住顶点（-b/2a，(4ac-b2)/4a），顶点的由来体现了配方法（y=ax2+bx+c=a(x+b/2a)2+(4ac-b2)/4a）；图象的平移归结为顶点的平移（y=ax2→y=a(x-h)2+k）；函数的对称性（对称轴x=-b/2a，f (-b/2a+x)=f (-b/2a-x)，x∈R），单调区间（-∞，-b/2a），[-b/2a,+∞]、极值（(4ac-b2)/4a），判别式（Δb2-4ac）与X轴的位置关系（相交、相切、相离）等，全都与顶点有关。 
　　一、“四个二次型”概述 
　　在河南教育出版社出版的《漫谈ax2+bx+c》一书中（作者翟连林等），有如下一个“框图”： 
	（一元）二次函数
y=ax2+bx+c (a≠0)
	→
	a=0
	→
	（一元）一次函数
y=bx+c(b≠0)
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	↑

	↑
	
	↑

	（一元）二次三项式
ax2+bx+c(a≠0)
	→
	a=0
	→
	　　一次二项式
　　bx+c(b≠0)

	↓
	↓
	
	
	
	↓
	↓
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	↓
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	一元二次方程
ax2+bx+c=0(a≠0)
	→
	a=0
	→
	  一元一次方程
bx+c=0(b≠0)
	↓

	↓
	 
	 
	 
	 
	 
	↓

	一元二次不等式
ax2+bx+c>0或
ax2+bx+c<0(a≠0)
	→
	a=0
	→
	一元一次不等式
bx+c>0或
bx+c<0(b≠0)


    　　观察这个框图，就会发现：在a≠0的条件下，从二次三项式出发，就可派生出一元二次函数，一元二次方程和一元二次不等式来。故将它们合称为“四个二次型”。其中二次三项式ax2+bx+c(a≠0)像一颗心脏一样，支配着整个“四个二次型”的运动脉络。而二次函数y=ax2+bx+c(a≠0)，犹如“四个二次型”的首脑或统帅：它的定义域即自变量X的取值范围是全体实数，即n∈R；它的解析式f(x)即是二次三项式ax2+bx+c(a≠0)；若y=0，即ax2+bx+c=0（a≠0），就是初中重点研究的一元二次方程；若y>0或y<0，即ax2+bx+c>0或ax2+bx+c<0（a≠0），就是高中一年级重点研究的一元二次不等式，它总揽全局，是“四个二次型”的灵魂。讨论零值的一元二次函数即一元二次方程是研究“四个二次型”的关键所在，它直接影响着两大主干：一元二次方程和一元二次不等式的求解。一元二次方程的根可看作二次函数的零点；一元二次不等式的解集可看作二次函数的正、负值区间。心脏、头脑、关键、主干、一句话，“四个二次型”联系密切，把握它们的相互联系、相互转化、相互利用，便于寻求规律，灵活运用，使学习事半功倍。 
　　二、二次函数的解析式 
　　上面提到，“四个二次型”的心脏是二次三项式：二次函数是通过其解析式来定义的（要特别注意二次项系数a≠0）；二次函数的性质是通过其解析式来研究的。因此，掌握二次函数首先要会求解析式，进而才能用解析式去解决更多的问题。 
　　Y=ax2+bx+c(a≠0)中有三个字母系数a、b、c，确定二次函数的解析式就是确定字母a、b、c的取值。三个未知数的确定需要3个独立的条件，其方法是待定系数法，依靠的是方程思想及解方程组。 
　　二次函数有四种待定形式： 
　　1．标准式（定义式）：f(x)=ax2+bx+c.(a≠0) 
　　2．顶点式：　　　　　f(x)=a(x-h)2+k .(a≠0) 
　　3．两根式（零点式）：f(x)=a(x-x1)(x-x2). (a≠0) 
　　4．三点式：（见罗增儒《高中数学竞赛辅导》） 
　　过三点A（x1,f (x1)）、B（x2,f (x2)）、C（x3,f (x3)）的二次函数可设为 
　　f (x)=a1(x-x2)(x-x3)+a2(x-x1)(x-x3)+a3(x-x1)(x-x2)把ABC坐标依次代入，即令x=x1,x2,x3,得 
　　　　　　　　f (x1)=a1(x1-x2)(x1-x3)，
　　　　　　　　f (x2)=a2(x2-x1)(x2-x3)，
　　　　　　　　f (x3)=a3(x3-x1)(x3-x2) 
　　解之，得：a1=f (x1)/ (x1-x2)(x1-x3)，a2=f (x2)/ (x2-x1)(x2-x3)，a3=f (x3)/ (x3-x1)(x3-x2) 
　　从而得二次函数的三点式为：f(x)=[f(x1)/(x1-x2)](x1-x3)(x-x2)(x-x3)+[f(x2)/ (x2-x1)(x2-x3)](x-x1)(x-x3)+[f(x3)/(x3-x1)(x3-x2)](x-x1)(x-x2)根据题目所给的不同条件，灵活地选用上述四种形式求解二次函数解析式，将会得心应手。 
　　例1．  已知二次函数的图象过（－1,－6），（1，－2）和（2,3）三点，求二次函数的解析式。 
　　[解法一]：用标准式 
　　∵图象过三点（－1,－6）、（1，－2）、（2,3） 
　　∴可设y=f (x)=ax2+bx+c，且有a-b+c=－6　①，a+b+c=－2 ②，4a+2b+c=3 ③ 
　　解之得：a=1，b=2，c=－5 
　　∴所求二次函数为y=x2+2x-5 
　　[解法二]：用三点式 
　　∵图象过三点（－1，－6），（1，－2），（2,3） 
　　∴可设y=a1(x-x2)(x-x3)+a2(x-x1)(x-x3)+a3(x-x1)(x-x2)=(a1+a2+a3)x2－ 
                 [a1(x2+x3)+a2(x1+x3)+a3(x1+x2)]x+(a1x2x3+a2x1x3+a3x1x2)
　　计算可得：a1=－6/(－1－1)(－1－2)=－1，
　　　　　　　a2=－2/ (1＋1)(1－2)=1，
　　　　　　　a3=3/ (2＋1)(2－1)=1 
　　∴f (x)=x2＋2x－5 
　　例2．  二次函数的图象通过点（2，－5），且它的顶点坐轴为（1，－8），求它的解析式 
　　解：∵它的顶点坐标已知 
　　∴可设f (x)=a(x－1)2－8 
　　又函数图象通过点（2，－5）， 
　　∴a(2－1)2－8=－5 
　　解之，得a=3 
　　故所求的二次函数为：
　　　　　　y=3(x－1)2－8 
　　即：y=f (x)=3x2－6x－5 
　　[评注]，以顶点坐标设顶点式a(x-h)2+k，只剩下二次项系数a为待定常数，以另一条件代入得到关于a的一元一次方程求a，这比设标准式要来得简便得多。 
　　例3．  已知二次函数的图象过（－2,0）和（3,0）两点，并且它的顶点的纵坐标为125/4，求它的解析式。 
　　解：∵（－2,0）和（3,0）是X轴上的两点， 
　　∴x1＝－2，x2＝3 
　　可设y=f(x)=a(x+2)(x-3)
　　　　　　　=a(x2-x-6)=a[(x-1/2)2-25/4]
　　　　　　　=a(x-1/2)2-25/4a 
它的顶点的纵坐标为－25/4a 
       　　∴－25/4a=125/4，a=－5 
故所求的二次函数为：
　　　　　　f (x)=－5(x+2)(x-3)=－5x2+5x+30 
　　[想一想]：本例能否用顶点式来求？ 
　　例4．  已知二次函数经过3点A（1/2，3/4）、B（－1,3）、C（2,3），求解析式。 
　　[分析]本例当然可用标准式、三点式求解析式，但解方程组与求a1、a2、a3计算较繁。仔细观察三点坐标特点或画个草图帮助分析，注意到三点的特殊位置，则可引出如下巧解。 
　　[解法一]：顶点式：由二次函数的对称性可知，点B、C所连线段的中垂线x=(-1+2)/2=1/2即为图象的对称轴，从而点A（1/2，3/4）必是二次函数的顶点，故可设顶点式:
　　　　　　f(x)=a(x-(1/2))2+(3/4) 
把B或C的坐标代入得：f(-1)=a(-3/2)2+(3/4)=(9/4)a+(3/4)=3 
解得：a=1 
　　　∴f(x)=(x-(1/2))2+3/4=x2-x+1 
　　[解法二]由B、C的纵坐标相等可知B、C两点是函数y=f (x)与直线y=3的交点，亦即B、C两点的横坐标是方程f (x)=3即f (x)-3=0的两个根故可设零点式为： 
　　　　　　　　　　f (x)-3=a(x+1)(x-2)
把A点坐标代入，有
　　　　　　　　　　f (1/2)-3=a(1/2+1)(1/2-2)，即－9/4=－9/4a，a=1 
从而f (x)=(x+1)(x-2)+3
　　　　 =x2-x+1 
　　三、二次函数的最值 
　　我们知道，二次函数y=f (x)＝ax2+bx+c (a≠0)利用配方法，可以得出：
　　　　y=f(x)=ax2+bx+c=a(x+(b/2a))2+((4ac-b2)/4a)，
　　它的图象是开口向上或向下的抛物线，其顶点坐标是（-(b/2a)，((4ac-b2)/4a)） 
　　1．当自变量在全体实数范围内变化时，二次函数的最值为：
　　　　　　a>0，　　　　　　　　 　　　　　　a<0，
　　　　　　ymin=fmin=((4ac-b2)/4a)　　；　　ymax=fmax=((4ac-b2)/4a)； 
　　2．当自变量的取值范围为有限闭区间[p,g]时，其最值在f (p)、f (g)、f (-b/2a)三者中取得，最值情况如下表： 
	  
	-b/2a∈[p,g] 
	　　　-b/2a       [image: image1.png]


[p,g] 

	a>0 
	fmin=f(-b/2a)=((4ac-b2)/4a) 
fmax= max{f (p),f (g)} 
	fmin=min{f (p),f (g)} 
fmax=max{f (p),f (g)} 

	a<0 
	fmax=f (-b/2a)=((4ac-b2)/4a) 
fmin=min{f (p),f (g)} 
	


　　例5．  当X为何值时，函数 
　　f(x)=(x-a1)2+(x-a2)2+…+(x-an)2取最小值。 
　　解：∵f (x)=(x2-2a1x+a12)+(x2-2a2x+a22)+…+(x2-2anx+an2)=nx2-2(a1+a2…+an)x+(a12+a22+…+an2) 
　　∴当x=((a1+a2+…+an)/n)时，f(x)有最小值。 
　　[评注]：1994年全国普通高考命制了如下一个填空题，在测量某物理量的过程中，因仪器和观察的误差，使得n次测量分别得到a1、a2、…，an共n个数据。我们规定的所测物理量的“最佳近似值”a是这样一个量：与其它近似值比较，a与各数据差的平方和最小，依此规定，从a1,a2,…an推出a=　　　　读者从例5的解答中，能否悟到解决此题的灵感？ 
　　例6．（1982年全国高中数学联赛试题） 
　　已知x1,x2是方程x2-(k-2)x+(k2+3k+5)=0　(k为实数)的两个实数根，x12+x22的最大值是： 
　　　　（A）19；　　　　（B）18；　　　　（C）50/9　　(D)不存在 

　　解：由韦达定理得：x1+x2=k-2，x1x2=k2+3k+5 
　　∴x12＋x22＝（x1＋x2）2-2x1x2
　　　　　　　 =(k-2)2-2(k2+3k+5)
　　　　　　　 =-k2-10k-6
　　　　　　　 =-(k+5)2+19 
　　如果由此得K＝-5时，（x12+x22）max=19，选（A），那就错了。为什么？已知该x1,x2是方程的两个“实数”根，即方程必须有实数根才行，而此时方程的判别式Δ≥0，即 
 Δ＝(k-2)2-4(k2+3k+5)=-3k2-16k-16≥0 ① 
解①得：-4≤k≤-4/3 
　　∵k=-5[image: image2.png]


[-4,-4/3]，设f(k)=-(k+5)2+19则f(-4)=18,f(-4/3)=50/9<18 

　　∴当k=-4时，(x12+x22)max=18， 
　　∴选（B） 
　　[评注]：求二次函数最值时，必须首先考虑函数定义域。否则，审题不慎，忽略“实数”二字，就会掉进题目设置的“陷阱”中去了。 
　　例7．       已知f (x)=x2-2x+2，在x∈[t,t+1]上的最小值为g (t)，求g (t)的表达式。 
　　解：f (x)= (x-1)2+1 
　　(1)当t+1<1即t<0时，g(t)=f(t+1)=t2+1 
　　(2)当t≤1≤t+1，即0≤t≤1时，g (t)=f (1)=1 
　　(3)当t>1时，g(t)=f (t)=t2-2t+2 
　　综合（1）、（2）、（3）得：[image: image3.jpg]2416<0
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　　例8．（1）当x2+2y2=1时，求2x+3y2的最值； 
　　   （2）当3x2+2y2=6x时，求x2+y2的最值。 
　　解：（1）由x2+2y2=1得y2=1/2(1-x2)，代入2x+3y2=2x+(3/2)(1-x2)=(-(3/2))(x-(2/3))2+(13/6) 
又1-x2=2y2≥0，∴x2≤1，－1≤x≤1 
　　∴当x=2/3时，y=(√10)/6，（2x+3y2）max=16/3； 
　　　当x=-1时，y=0，　（2x+3y2）min=－2 
          　　(2)由3x2+2y2=6x，得y2=(3/2)x(2-x)，代入x2+y2=x2+(3/2)x(2-x)=-1/2 (x-3)2+9/2 
又y2=(3/2)x (2-x)≥0，得0≤x≤2 
  　　当x=2，y=0时，（x2+y2）max=4；当x=0，y=0时，(x2+y2)min=0 
