数学“问题解决”研究概览

１．多种意义下的数学问题解决及其研究

数学问题解决是多学科研究的对象，心理学和教育学、数学和数学教育学等学科都从不同的侧面来研究它，但各自研究的出发点和落脚点是有差异的．比如，心理学主要是通过了解个体解决数学问题的过程来推断、预测、决策人们解决问题的一般思维过程和心理规律；而数学则是侧重研究创造性地解决数学问题——数学的发现和发明——过程中的抽象思维和形象思维、直觉思维、想象、美感等诸方面．

１．１心理学中的研究

在普通心理学中，人们为了研究思维，着重研究解决问题过程中的思维．随着心理学的发展，尤其是认知心理学的产生，问题解决成其为一个十分热门的重要课题［１］．心理学中研究问题解决，目的在于揭示问题解决过程中所反映的心理规律．其内容主要包括：问题解决的实质及心理机制；问题解决的一般心理过程；问题解决的策略；影响问题解决的各种心理因素；问题解决的理论体系．

１．２教育学中的研究

本世纪初，美国教育家杜威，把关于“思维就是问题解决”的结论应用于教育学之中，在《我们怎样思维》（１９０５）一书中引入了“问题解决”，提出“通过问题解决进行学习”、“做中学”的教学思想．当然这只是问题教学的雏型，比较完整的要算马赫穆托夫（前苏联教育科学院院土）的问题教学理论［２］．这个理论的产生是基于为了实现当代科技革命给前苏联学校提出的培养目标——培养每个学生的独立认识能力和创造能力．马氏的问题教学理论内容比较丰富，主要包括：问题教学的理论基础（认识论，逻辑——心理学），基本范畴（问题与问话，问题与任务，学习性问题与科学性问题，问题的提出和解决），基本含意，原则体系，实施方法、特点、功能、效果等．

１．３数学中的研究

由于“只要一门科学分支能提出大量的问题，它就充满了生命力；而问题的缺乏则预示着独立发展的衰亡或中止”．（希尔伯特语）所以，可以说数学的发展（或发明发现）过程就是不断提出问题并不断解决问题的过程．于是有志于反思发明发现过程的数学家们就致力于数学问题解决的研究（详见系列文献［３］、［４］、［５］、［６］、［７］）．

１．４数学教育学中的研究

数学教育的一个重要目的就是要提高学生的解题能力，所以解题研究是解题教学和提高学生解题能力的基础．数学教育中的解题研究，最富有成效、也是最有影响的莫过于波利亚的数学解题理论．《怎样解题》（１９４４）、《数学与猜想》（１９５４）、《数学的发现》（１９６１）三本名著的出版和发行，引起了世界许多国家数学教育工作者的极大关注，至今乃至今后仍将产生深远的影响．不过，目前人们所谈及的数学问题解决研究，主要指８０年代以后的研究，这一研究发端于１９８０年美国数学教师联合会研制的《关于行动的课程》，并逐步发展成为８０年代以来世界各国数学教育改革和研究的一个共同关心的中心课题．难怪有人把“以问题解决为主导”的数学教育称之为本世纪数学教育改革的第三次浪潮［８］．本文涉及的主要是８０年代以来人们对数学问题解决的认识及其研究．

２．数学教育中的问题解决及其研究

２．１背景简要回顾

继“新数运动”和“回到基幢之后，１９８０年美国数学教师联合会给第四届国际数学教育大会提交了一份纲领性报告：《关于行动的议程——关于８０年代中学数学的建议》．这份文件明确地指出，“问题解决是８０年代学校数学的核心”（第一条），“数学课程应当围绕问题解决来组织”，“数学教师应当创造一种使问题解决得以蓬勃发展的课堂环境”，“在问题解决方面的成绩如何，将是衡量数学教育成败的有效标准”．由此在世界各国掀起了以数学问题解决为主题的一系列数学教育改革和研究的热潮．应该说，２０年来的改革和研究，成果令人鼓舞．人们经常例举的、把“问题解决”放到重要地位的报告（或文件、教材、文献）主要有：（美）《普及科学——美国２０６１计划（数学报告）》（１９８９），（英）《Ｃｏｃｋｅｒｏｆｔ报告》（１９８２），（美）《ＥｖｅｒｙＣｏｕｎｔｓ》（１９８９），《面向２１世纪的中国数学教育》（严士健主偏，江苏教育出版社，１９９４）、《２１世纪中国数学教育展望（Ⅰ）、（Ⅱ）》（２１ＣＭＥ课题组，北京师范大学出版社，１９９２，１９９５）；继１９８０年第四届国际数学教育大会之后的第五、六、七、八届，都把问题解决列为一个专题；美国《中小学校数学课程与评估标准》（１９８９）、英国《国家数学课程标准》（１９８９）、日本《小学算术、中学数学指导要领》（１９８９）等各国数学课程教学指导性文件以及“芝加哥大学中学数学教学设计”（ＵＣＳＭＰ）等中学数学教材，无一不把培养问题解决能力作为重要的目的．

在国际数学问题解决潮流传入我国之后，我国数学教育工作者纷纷对此积极倡导和探索．张乃达先生在文［９］中，从我国的实际出发，指出“数学教育应该以解题为中心”，“解题教学正是达到教学目的的最好手段”；张奠宙先生在总结我国数学教育历史经验的基础上，认为“以问题解决为主导”是改革我国数学教育的突破口［１０］；张国杰先生也提出问题解决将对数学教育与数学学习、对改善数学差生、对中考高考试题的改革等显示出它应有的威力［１１］．

２．２研究范围及其主要内容

综观国际数学问题解决与教学的研究和实践，其研究范围和内容概括起来主要包括四个方面：（１）问题系统研究；（２）问题解决系统研究；（３）问题（解决）教学系统研究；（４）问题教学的理论基础和研究方法研究．（详见文［１２］）

２．３研究中的几个误区

（１）对“问题”、“数学问题”的理解有偏差．显而易见，“问题”与“例题”、“习题”是不同的，那么“问题解决（教学）”包不包含“例题教学”、“习题教学”？实际上人们在大量研究中没有加以区分，显得比较混乱．

（２）对“数学问题”的分类比较混乱．为研究方便，对“数学问题”进行适当分类十分必要．然而由于分类标准难于确立，致使许多分类并不符合分类规则．比如，就有人对“常规”与“非常规”、“开放性题”提出质疑［１３］．

（３）正是由于人们对“数学问题”的含义及分类认识不确定，也就必然导致对“问题解决”的理解存在偏差［１４］．按照认知心理学的观点［１５］，问题解决既包括创造性问题解决，也包括常规性问题解决，显然这是两种不同的形式，而人们在研究中也没有加以区分．

（４）“重视解题一直是我国中学数学的传统，仅据１９９１年我国有代表性的三种中学数学杂志的统计，全年发表的６６５篇文章中，属于数学试题和解题研究的文章有５４６篇之多，占文章总数的８２．１％，每年公开发表的有关解题研究的文章，据不完全统计，其数量在５０００篇以上”［１６］．然而，如果我们认真审视一下这些研究，它对提高学生的解题能力、对促进数学教学改革，究竟有多大的作用和影响，结果将是十分令人失望的．

３．关于数学问题系统的研究

３．１对数学问题的界定

关于“数学问题”的界定，文［１７］将其各种定义概括为四种类型：（１）数学问题是一种需要行动的情况（代表人物：波利亚、贝尔等）；（２）数学问题是一种题系统（奥加涅相，戴再平等）；（３）数学问题是一种情境（曹才翰等）；（４）数学问题是一种集合（斯托利亚尔等）．文［１７］的作者还提出了自己的观点．通常人们采用的数学问题的定义是：对人具有智力挑战特征的，没有现成方法、程序或算法可以解决的问题［１８］．

另外，人们为了全面地刻画“数学问题”，通常用它的特点（或条件）来做补充．较为普遍的提法是［１９］：接受性、障碍性和探究性．其他的提法可参见［１７］、［２０］．

３．２关于数学问题的分类

如果从教学的目标和要求这个角度，任子朝先生把数学问题分为五类［２１］：（１）识别练习问题；（２）算法练习问题；（３）应用问题；（４）开拓—探究问题；（５）问题情景．

如果从题的构成（通常分为三要素：初始状态Ａ、解题过程Ｂ、最终状态Ｃ）来看，可以把数学题分为三种类型（七种形式）［２２］：标准题（ＡＢＣ）、封闭型变式题（ＡＢｚ，ＡｙＣ，ｘＢＣ）以及开放型变式题（Ａｙｚ，ｘＢｚ，ｘｙＣ）．其中ｘ、ｙ、ｚ是对应于Ａ、Ｂ、Ｃ的未知成分．

通常人们将数学问题分为两大类：数学自身的问题和数学应用题，而数学自身的问题又包括常规问题和非常规问题．

３．３“好问题”的特征

“在数学的任何一个分支里都有好问题，并且好问题到处可以找到”，“没有‘好问题’我们就创造不出数学”．但何谓“好问题”，可能确实难以下一定义，“不过一个好问题总应当具有一些特征”，比如，“（１）问题的解答中包含着明显的数学概念和技能；（２）问题能够推广或扩充到各种情形；（３）问题有多种解法”．［２３］另外许多文献（如［１９］、［２４］）中都涉及到“好问题”的七个特征．

３．４对习题的研究

习题作为教科书的一个重要组成部分，人们也在研究，国内最有代表性的成果是文［２５］；而且还在探索习题的改革，提出要不要在教材中编入开放题？开放题有哪些类型和特点？怎样编制开放题？又如何安排习题才有利于促进学生的发展？参见文［２６］、［２７］．

３．５对数学应用题的研究

来自工农业生产和日常生活中、有实际背景的数学问题，在国外一直受到青睐．近年来也成为我国中学关注的热点之一．由张奠宙先生主持编写、华东师大出版社出版的《中学数学应用丛书》（已出版三本），在全国反响较大．《中学数学教学参考》等刊物每年也要登载一定数量的数学应用题及其研究成果，比如，文［２８］把数学应用题区分为四个不同的层次；文［２９］从数学本质的角度提出了数学应用的两个层次．

４．关于问题解决系统的研究

４．１对问题解决的理解

在数学教育中，通常对问题解决的解释有五种［２１］：（１）是一种教学目的；（２）是一个过程；（３）是一种数学活动；（４）是一种数学能力；（５）是一种教学形式．然而心理学中对此有这样三种不同的观点：（１）是指向某些目标的一系列智力运算；（２）是一种特殊类型的学习；（３）作为学习的反面．还有人从哲学的角度提出了问题解决的质和本质的概念［３０］．

４．２问题解决的心理模式

问题解决的心理模式，说法颇多．较早提出的是美国杜威的五步模式，还有英国华莱士的四阶段模式、美国纽维尔和西蒙的信息加工模式等心理学研究成果；在数学教育界流行最广的是波利亚的四阶段模式；在波氏模式的基础上，人们又提出了许多类似的模式．如美国印第安那大学ＭＰＳＰ构造的六步模式；我国专家提出的模式理论，可参见文［３１］、［３２］、［３３］．

４．３问题解决策略举例

问题解决的策略，文［２４］概括为如下七个方面：（１）目标策略；（２）知觉策略；（３）模式识别策略；（４）问题转化策略；（５）特殊化策略；（６）逆向策略；（７）整体策略．文［１９］中也提出了十条策略．文［３４］还对辩证思维策略进行了较为深入的探讨．

４．４数学问题解决能力的构成

分析从数学问题解决的过程出发，文［３５］提出数学问题解决能力主要包括：（１）对问题情境进行分析和综合，从而提出问题的能力；（２）把问题数学化的能力；（３）对数学问题进行变换化归的能力；（４）灵活运用各种数学思想方法的能力；（５）进行数学计算和数学证明的能力；（６）对数学结果进行检验和评价的能力．

４．５影响问题解决的因素

分析影响问题解决的因素很多，文［３６］认为主要有三个方面：（１）问题情境因素（如问题的类型、难度、陈述方式等）；（２）学习者个人的特征（如知识经验基储个性品质等）；（３）问题解决中的认知策略（如多角度思考问题，抓住问题的要害等）．另可参见文［３７］．

５．关于问题解决教学系统的研究

５．１对问题解决教学的认识

对问题解决教学主要有三种不同的理解：（１）作为数学教学的一种形式，与概念教学、命题教学相对应，如文［３８］；（２）作为数学教学的唯一形式，即所用教学内容都以问题形式出现，通过解决问题实现教学目的；（３）作为一种过渡形式，如文［３９］．

５．２对问题解决教学功能的认识

无论对问题解决教学做怎样的理解，它都应该发挥多种功能．比如：（１）教学功能；（２）培养功能；（３）发展功能；（４）控制功能［４０］．

５．３数学课程中的问题解决

作为一种过渡形式，英国在高中设立了问题解决课程，其目的在于让学生认识数学的意义和价值，培养学生创造自己的数学知识的能力，并树立起对自身数学能力的信心．其主要内容包括［４１］：（１）如何开展数学探究；（２）如何组织数学问题；（３）数学模型化；（４）数学交流；（５）个案研究；（６）数学问题．

５．４问题解决教学的模式和方法

美国贝尔在文［４２］中，以解题的模式为基础，构建了问题解决教学的五步模式：（１）以一般形式提出问题；（２）把问题重述为可解的形式；（３）提出假设和解决问题的过程；（４）检验假设和运用解决问题的方法；（５）检验问题的解和分析解决的方法．前苏联马赫穆托夫的问题教学理论中也包括了一套十分完整的实施方法［２］．我国袁小明先生在文［４３］中，针对我国的实际，提出了具有“‘以教材为中心’选编问题；通过对教法的改革开拓问题的教育价值；注意解题的归纳与思维的训练”三个特征的“中国式问题解决教学模式”．

５．５问题解决教学的原则和教学建议

问题解决教学应该遵循的原则，可列举许多，比如贝尔在文［４２］中就提出了１４条，如鼓励学生反面思考（第２条），鼓励学生提问题、提问题、再提问题（第５条），创造一个解题的、轻松的、无压力的气氛（第９条）；从认知心理学的角度，问题解决教学应该充分注重教认知过程、教问题结构的形成、教模式再认、教问题解决的程序、教知识结构的形成、教能力倾向，等等［３２］；文［２４］、［４４］也提出了若干条问题解决教学的建议．

６．有待研究的若干问题

６．１在我国现行的教材体系和教学要求之下，关于数学问题解决教学的定位问题是一个首要前提．只有首先解决好这个问题，方能卓有成效地研究相关问题．当然这并不排除以改革的眼光仅从某一角度开展一些局部的探索．

６．２可以说到目前为此，我们还没有找到培养学生解决问题能力的行之有效、切实可行的对策，是否应该系统地开展问题解决能力培养的实验研究．为此，当然还要对学生解决问题能力的结构做静态的和动态的分析．

６．３数学应用题，乃至数学建模，对提高学生用数学的意识和能力尤为重要；数学探索性问题，对改善学生学习数学的兴趣和数学思维结构，乃至培养创造性思维能力的作用不可低估，所以都应该大力开展探索．

６．４通过课堂提问（包括口头提问和书面提问）设置问题情景，是我国课堂教学的一个薄弱环节，而这一环节直接影响着教学结构的优化和教学效益的提高，应努力尽快开展实质性的研究．

６．５心理学界和数学界也都研究这个问题，我们应该恰如其分、卓有成效地将他们的研究成果应用于数学教学的实践，但决不能牵强附会、生搬硬套．

６．６笔者主张把“问题解决”作为一种教学形式，可望建立起问题解决教学的理论与实践体系．
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