
数学课就要“教数学”
———以《椭圆的标准方程》展示课为例

常州市教育科学研究院　 孙福明

【摘　 要】数学教学要抓数学的本质，坚持教逻辑、教思维、教推理、教规范，才能真
正培养学生的数学素养。
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新课程给高中数学课堂带来了新气象，新的教育理念也给数学课堂带来了很多新
的元素，一时间可谓“乱花渐欲迷人眼”，然而随着课程改革的深度推进，广大数学教师
们透过一些“伪情境”、“假探究”、“虚活动”，也产生了越来越多的困惑：数学新课程究
竟要追求什么？数学课堂教学的形式究竟要为什么本质服务？我觉得，数学课就要“教
数学”，不管课堂教学形式怎么变、元素怎么新，但培养学生讲逻辑、讲思维、讲推理、讲
规范乃是数学教学追求的本质，也只有这样才能真正把提高学生的数学素养落到实处。
本人以不久前执教的《椭圆的标准方程》（苏教版）为例，谈谈在设计及教学过程中如何
围绕教数学展开教学的。

　 　 １　 数学课要教逻辑

逻辑既是数学的基础，又是数学的本质特征之一，数学本身就是内在联系的逻辑整
体．数学要教逻辑，必须培养学生按照一定的规则来进行思考、把握事物之间的因果关
系的习惯。数学教学要从知识的内在联系着手，防止简单化、孤立化。在深度推进新课
程实施过程中，仍然存在部分教师不能认识数学知识之间的逻辑关系，不能把握知识之
间的有机联系，被模块所束缚，在教学中存在着简单地、形式地、孤立地传授知识的现
象，常犯只见树木不见森林的错误。

古人云：良好的开端是成功的一半．优秀的引入设计是一节好课的重要环节之一。
优秀的引入在于既能紧扣本节课的主题，不拖泥带水，又能有效勾连学生知识结构中的
相关知识，自然不做作，合理不突兀，融情理之中与意料之外于一体。本节课的引入阶
段，我主要是强调知识之间的本质、逻辑的联系，着重阐述研究方法的合理性与必要性。
因此我着力在下面这几个问题上做了长时间的思考：为什么要研究的椭圆的标准方程，
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能否从数学知识内在联系的角度认识研究该课题的迫切性？义务教育阶段的平面几何
知识与高中阶段必修２的解析法思想如何更紧密地结合起来，因为它们的研究对象都
是图形？既然是解析几何，那么怎么把数形结合的思想方法作为课堂教学的主旋律？

在反复地学习、思考之后，本人采用螺旋递进的问题串的形式，从平面几何和解析
几何处理图形问题的差异入手，引领学生逐层认识本节课的课题，同时一开场就凸显数
形结合的思想。良好的问题既直指数学知识发生过程中的要害，又对学生思维发展起
到推动作用。
　 　 第一层次预设目的：引进解析法的必要性及优越性

（课堂实录节选）
师：（展示几何图形：直线ｌ与圆Ｃ）提问：如何求圆心Ｃ到直

线ｌ的距离？
生１：用直尺测量．
师：很好，你用的是几何方法．你觉得测量结果准确吗？还有

更准确的方法吗？
生２：刚才的方法不够准确．可以用点到直线的距离公式．
师：嗯，你提到点到直线的距离公式，该距离公式要具备什么

条件才能使用？
生２：圆心坐标和直线方程．
师：我现在给出的条件中有这些量吗？还需要借助于什么工具才能求出这些量？
生２：平面直角坐标系．
师：很好，我想你刚才提圆心坐标和直线方程时，

应该是默认已经建立了曲线和方程之间的对应关系，
你看到圆和直线，马上就联想到它们的方程，进而用解
析几何中的点到直线的距离公式求圆心到直线的距
离．你的解决问题的过程正好体现解析几何的两个基
本问题：建立曲线与方程的对应关系，进而用解析几何
的知识解决几何问题．确实，用解析几何的方法求得的
结果更准确．

（利用多媒体，在刚才的图形中给出平面直角坐标
系ｘＯｙ．该坐标系下的圆及直线方程分别为：圆Ｃ：
（ｘ － １）２ ＋（ｙ － ２）２ ＝ ４，直线ｌ：ｘ － ｙ － ３ ＝ ０．）

师：我再问你，这个过程体现了数学中的什么思想方法呢？
生２：数形结合的思想，先从形到数，通过坐标系的工具求出圆心坐标及直线方程，
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后从数到形，利用平面解析几何中的点到直线的距离公式求出圆心Ｃ到直线ｌ的距离．
师：说的太到位了！华罗庚先生曾说：数缺形时少直观，形少数时难入微，数形结合

百般好，隔离分家万事休．
（同时在黑板显眼位置板书罗庚华先生的话，因为整节课都是围绕数形结合思想展

开的，所以要把这几句话写下来，既是强调，也是提示学生在后面解决问题时以此为指
导思想．）
　 　 第二层预设目的：利用数形结合的思想，由数到形说明研究椭圆方程的必然性

师：我现在把上述坐标系连同曲线放进某个“特殊”空间———该空间有这样一种特
殊功能，就是把该坐标平面上所有点的横坐标保持不变，纵坐标变为原来的一半．设原
来的圆Ｃ和直线ｌ经过这个空间作用后所得曲线分别为Ｃ′，ｌ′，求Ｃ′，ｌ′的方程，并说明
它们分别是什么曲线．

（学生思考、运算一段时间）
生３：我求出它们的方程了，Ｃ′：（ｘ － １）２ ＋

４（ｙ － １）２ ＝ ４，ｌ′：ｘ － ２ｙ － ３ ＝ ０．
师：那么你知道它们是什么曲线吗？
生３：ｌ′是直线，不知道Ｃ′是什么曲线．
师：你是根据什么判断的呢？
生３：因为ｌ′的方程是二元一次方程，满足直线方

程的特征，所以ｌ′是直线．
师：很好！该同学已经熟练建立了直线与二元一

次方程之间的对应关系，由方程特征判断曲线类型，数形结合的思想掌握得相当到位
呀！我很佩服！

那么我接着问你，你能否根据Ｃ′方程特征来判断曲线Ｃ′是什么类型的曲线呢？
（明确的问题指向中，蕴含数形结合的思想！）

学生（普遍感到困难）
师：大家可能觉得困难，那么我们一起来判断一下曲线Ｃ′是还是圆吗？为什么？
生３：Ｃ′肯定不是圆了，因为它对应的方程不满足圆的方程的特征．
师：很好，Ｃ′的方程特征不满足我们前面已经学过的曲线方程特征．那么大家想不

想知道这种特征的方程所表示的曲线是什么呢？
生（齐声）：想！
（教师演示几何画板）
师：从几何画板演示看，Ｃ′对应的曲线似乎是椭圆．既然直线和圆可以通过对应的

方程特征来判断，而且利用方程可以方便地解决一些问题，那么自然地，我们应该提出
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问题：能否根据方程的特征判断椭圆呢？这就是本节课我们要探究的问题：椭圆的方程
特征是什么样的？

（教师板书课题）
上面的设计利用问题解决的模式，从几何中的问题出发，由形到数，从几何的方法

到代数的方法，代数方法的优越性得到凸显。利用变换，求出变换后的曲线对应的方
程，让学生自然而然想到要利用曲线的方程特征来判断曲线类型，进而产生探求椭圆标
准方程的迫切性！整个设计顺应数学之间内在的、本质的、必然的联系，同时提升了学
生的思维水平，凸显了数形结合的思想方法在培养学生思维能力过程中的重要性。

　 　 ２　 数学课要教思维方式

培养和发展学生的数学思维能力是发展智力、全面培养数学能力的主要途径，也是
数学教育的基本目标之一。问题解决的方法、数形结合的思想方法等是培养学生思维
方式的重要载体，尤其是问题解决的过程，对培养学生灵活而深刻、敏锐而机智的思维
品质有着非常大的锤炼作用，对培养学生的创造性思维能力是大有裨益的。
　 　 ２． １ 整节课的设计体现学习圆锥曲线方法的典型性和示范性

数学的教学不应满足于特殊情况的结果，而是通过类比等方法寻求解决问题的一
般办法，探索、研究各种对象的一般规律。本节课内容的重点固然是推导椭圆的标准方
程，但倘若仅仅满足于告知学生椭圆标准方程的特征并让学生记忆，显然是不够的，也
没有充分发挥本课题的重要价值，这个重要价值就是研究过程方法的示范性。“椭圆的
标准方程”是解析法的进一步运用，与推导圆的方程相比，椭圆方程的推导过程更具有
典型性，完整展示了解析法求动点轨迹方程的一般步骤；另一方面，研究椭圆标准方程
的推导过程具有典型的问题解决的模式，它为后面研究双曲线、抛物线这两种圆锥曲线
提供了基本模式，提供了思想和方法的保障。因此在教学过程中，我有意识地渗透方法
论的思想，把研究过程的示范性作为一条线索贯穿整节课，这个线索就是一个问题解决
的模式，即围绕“为什么要求椭圆的标准方程……如何求椭圆的标准方程……椭圆方程
的简单运用”这样一个典型的问题解决模式，体现椭圆在圆锥曲线同构性中的示范性。

培养学生的思维方式，要在提高学生的思维品质如深刻性、敏捷性等方面下功夫，
这就要求深刻挖掘知识中所蕴含的思维价值。正如上面分析，正因为研究椭圆思路的
典型性，所以本节课要呈现给学生一个完整的逻辑结构，即为什么要研究椭圆的方程，
如何建立椭圆的方程，建立之后的具备某些特征的方程是否一定表示椭圆，建立椭圆和
方程之间的对应关系后，可以运用公式化的思想直接求椭圆方程，这其实也是问题解决
模式的具体体现。

—９５２—



　 　 ２． ２ 如何建立平面直角坐标系的设计突出观察发现、运算求解、反思与建构等思维
过程

如何建立平面直角坐标系是本节课很有教育价值的环节之一，因为这个环节其实
涉及到后面推导方程运算的简繁，也涉及到最后得到的方程结果是否最简单，能否最简
洁体现该曲线对应的方程特征等。它蕴含了直观感知（椭圆的对称美）、观察发现（如何
利用椭圆的对称美）、运算求解、反思与建构等思维过程。这样的思维过程是需要也值
得花时间的。本人在本环节花费的时间较长，启发的环节较多，其目的在于让学生有更
多的时间尝试、品味，激发更多学生的思维参与，激活学生的主体思维，在辨析、比较、讨
论等互动活动中，深化学生的思维，不断提高学生的数学思维能力。

我在教学中增加了不同的建系方式对最后方程
形式的评估，有意引导学生建立如图所示的其它坐标
系。通过不同坐标系的建立、比较，让学生在感性认
识的基础上，深入进行理性思考，进行比较、判断、选
择。同时让学生在计算中不断反思坐标系建立的优
劣、不断调整化简的思路。

其实也是体现计算也是一种推理的思想。在倡
导有效课堂教学的理念下，课堂教学既要培养学生的
思维发散能力，也要优化学生的思维品质，在发散中
深入理性地思考，提高问题及思考问题的质量。我认
为教师要把知识作为过程，作为载体，着力培养学生
探究能力、思维品质，如果把简单的告知作为教学的
最大任务，把知识作为静态的结论传授给学生，显然
不利于学生数学素养的提高。

　 　 ３　 数学课要教推理

数学讲究的是严谨，严谨的要求之一就是数学的表达要确切，如结论的正确性需要
靠逻辑的演绎证明，严密的推理正是学生思维的体操，是学生思维活动中的对思维要求
最高的活动形式之一，严谨有理、落笔有据的推理既会加深对数学对象本质的认识，也
同样会触动并完善学生自身的认知结构，学生长期地耳濡目染地接受严密推理的熏陶，
思维品质才能不断“脱骨换代”，上新台阶，也才能不断培养学生的理性精神。正如爱因
斯坦所说：“推理的这种可赞叹的胜利，使人类的理智获得了为取得以后成就所必需的
信心。”本节课在化简推导椭圆方程过程中，出现了可能导致不等价的运算“平方”，进而
会引起曲线与方程的纯粹性与完备性的话题，新课标对这个话题采取回避的态度，苏教
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版教材中没有提及，但从数学课程的性质来说，这个话题决不能含糊带过，因此关于椭
圆方程的纯粹性与完备性问题需要通过演绎推理来完成，我是这样设计的：

师：（展示ＰＰＴ）我们一起回顾刚才推导椭圆方程的过程，这个过程包含了很多的化
简技术手段，这个化简过程等价吗？或者说最后所求的方程就是开始时的等式吗？

（ｘ ＋ ｃ）２ ＋ ｙ槡 ２ ＋ （ｘ － ｃ）２ ＋ ｙ槡 ２ ＝ ２ａ，
移项并平方：
（ｘ ＋ ｃ）２ ＋ ｙ槡 ２ ＝ ２ａ － （ｘ － ｃ）２ ＋ ｙ槡 ２ ，　 　 　 　 　 ①

（ （ｘ ＋ ｃ）２ ＋ ｙ槡 ２ ）２ ＝ ２ａ － （ｘ － ｃ）２ ＋ ｙ槡[ ]２ ２， ②

整理：　 　 ａ （ｘ － ｃ）２ ＋ ｙ槡 ２ ＝ ａ２ － ｃｘ， ③

再平方：　 ａ （ｘ － ｃ）２ ＋ ｙ槡[ ]２ ２ ＝（ａ２ － ｃｘ）２， ④

再整理：　 （ａ２ － ｃ２）ｘ２ ＋ ａ２ｙ２ ＝ ａ２（ａ２ － ｃ２）． 　 　 　 （下略）
生４：第一次平方前后不等价，即等式①与等式②不等价，下面这个等式平方后也可

以得到等式②： （ｘ ＋ ｃ）２ ＋ ｙ槡 ２ ＝ － ２ａ － （ｘ － ｃ）２ ＋ ｙ槡[ ]２ ． 　 　 ⑤
师：发现得好！真是火眼金睛呀！
生５（迫不及待举手）：老师，等式⑤不可能成立，我是用几何方法判断的，这个等式

其实就是ＰＦ１ － ＰＦ２ ＝ ２ａ，但利用三角形中边的不等关系，可以得到ＰＦ１ － ＰＦ２≤２ｃ ＜ ２ａ，
所以ＰＦ１ － ＰＦ２ ＝ ２ａ不可能成立．

生６：老师，我用代数方法也可以判断，因为ｘ ≤ａ，ｙ ≤ｂ，从而ｘ － ｃ ≤ａ － ｃ ＜ ａ，
ｙ ≤ｂ ＜ ａ，所以（ｘ － ｃ）２ ＋ ｙ槡 ２ ＜ ａ２ ＋ ａ槡 ２ 槡＝ ２ａ ＜ ２ａ，故等式⑤不可能成立！
师：两位同学说得太好了！他们分别用形和数的知识证明了等式⑤不可能成立，这

一方面表明大家对数学结合的思想有深刻认识和自觉运用的意识，另一方面也说明我
们学习数学过程中，要学会用推理证明的方式证明我们的观点．接下来，同学们能用类
似的思想方法解决第二次平方会产生的问题吗？即等式③与等式④等价吗？

生７：我仿照同学４的想法，发现下面等式ａ （ｘ － ｃ）２ ＋ ｙ槡 ２ ＝ －（ａ２ － ｃｘ）　 ⑥平方
时也会得到等式４．

生８：我用有界性来判断这个等式不可能成立：由ｘ
２

ａ２
＋ ｙ

２

ｂ２
＝ １（ａ ＞ ｂ ＞ ０）知，－ ａ≤ｘ≤

ａ，从而ｃｘ≤ｃａ ＜ ａ２，ａ２ － ｃｘ ＞ ０，故等式两边符号相异，等式不可能不成立！
师：很好！同学８利用不等式知识证明等式⑥不可能成立，有没有同学用几何方法

来证明呢？
生９：因为左边的无理式可以表示两点间的距离，所以我设法使得右边也与距离产
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生联系，所以我把这个等式变形为（ｘ － ｃ）２ ＋ ｙ槡 ２ ＝ －（ａ － ｃａ ｘ），即（ｘ － ｃ）２ ＋ ｙ槡 ２ ＝ ｃａ

（ｘ － ａ
２

ｃ ）． ⑦

然后在坐标系中作出直线ｌ：ｘ ＝ ａ
２

ｃ ．

如果点Ｐ在直线ｌ的左侧，此时ｘ ＜ ａ
２

ｃ ，
方程⑦右边＜ ０，方程⑦不可能成立；

如果点Ｐ在直线ｌ的右侧，如图，作
ＰＱ⊥ｌ，Ｑ为垂足，则ＰＱ ＝ ｘ － ａ

２

ｃ ，则该等式

的几何意义为ＰＥ２ ＝ ｃａ ＰＱ．因为ＰＥ２ ＞ ＰＱ，

０ ＜ ｃａ ＜ １，所以方程⑦无解，即这样的点Ｐ根本不存在．
师：很好，这位同学利用构造的方法完成了几何思路的证明．完成了上面这个过程，

结合前面的推导过程，我们才可以说满足条件的点Ｐ的坐标都是该方程的解，同时以该
方程的解（ｘ，ｙ）为坐标点都在椭圆上，从而最终才能正确完成本节课的任务，那就是我
们可以放心大胆地说焦点在ｘ轴上的椭圆的标准方程是ｘ

２

ａ２
＋ ｙ

２

ｂ２
＝ １（ａ ＞ ｂ ＞ ０）．数与形

达到了完美的结合！（既是呼应引入，也是强化数学思想的主旋律！）
推理论证既是数学的基本思考方式，也是学习数学的基本功。教师在教学中需要

有意识地对学生进行指导和训练。

　 　 ４　 数学课要教学生规范表达

课程标准明确提出，要培养和发展学生的数学表达和交流能力。学生在课堂中主
体表现之一就是有更多的表达个体思维结果的机会。由于学生的认知是个不断成熟的
过程，学生对数学概念的认识也是个由粗糙到精致的不断发展的过程，因此学生刚开始
对数学的认识表述可能是自觉的、语言是生活化的，这就需要教师启发、培养学生用数
学化语言交流的习惯。同时在不断纠正学生准确使用数学语言的过程中，也是在帮助
学生思维精确化。

表达也是师生、生生之间交流的需要，学生在交流的过程中，可以更好地理解和使
用数学语言和符号，教师有效的组织，可以强化和优化学生的思维，同时通过思考他人
的想法和策略来丰富和扩展自己的知识和思维。交流其实就是同学间相互交换思维方
式，借鉴同学的长处弥补自己的不足。教师在课堂上组织名副其实的互动和交流，鼓励
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讨论和各种观点的真诚交锋，使学生对所学知识有自己的认识和思考，这是发展思维的
最好途径。

总之，数学教学要真正把培养学生数学素养落到实处，就必须坚持教逻辑、教思维、
教推理、教规范，通过教逻辑提高学生学好数学的基本素养，通过教思维来发展学生的
智力、全面提高学生的能力，通过教数学推理培养学生说理、批判、置疑、求真求实的理
性思维和理性精神，通过教规范使学生具有表达清晰、思考有条理等理性思维方式。
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