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ＨＰＭ 视角下“点到直线的距离”的教学实践

张新胜

（江苏省常州市第一中学，２１３００３）

摘要：数学史是数学学习的认知工具． 数学家运用不同的推导方法得到了点到直线的

距离公式． 通过将这些方法融入课堂，有助于学生开展探究互动，从而更好地理解公式． 本
文在梳理与分析历史方法的基础上，以“点到直线的距离”为例，基于 ＨＰＭ 视角进行教学

探究．
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　 　 一、前言

发生教学法是一种基于 ＨＰＭ 视角的数学

教学通常采用的方法，是数学史融入数学教

育的一种方式． 发生教学法从学生的认知起

点出发，呈现知识自然发生和发展的过程． 个
体对数学知识的学习过程必须遵循数学知识

的客观发生过程． 如何将数学史融入到中学

数学教学实践？ 本文以“点到直线的距离”为
例，浅谈谈 ＨＰＭ 视角下的数学教学设计．

二、数学史中相关背景资料

交点法是数学史中出现比较早的方法．
１９３６ 年，美国数学学者戴维斯在《解析几何》
一书中就采用了这种方法，后来英国数学家

杨格简化了运算，２０ 世纪 Ｇｅｏｒｇｅ Ｇｉｂｓｏｎ 在杨

格的基础上采用设而不求法，进一步减少了

运算量． 三角法也是很多教科书采用的方法．
１９ 世纪，英国数学家托德亨特将点到直线的

距离转化为直角三角形的边长． １９ 世纪末，英
国数学家约翰斯顿将点到直线的距离转化为

三角形的高，利用面积法求解． ２０ 世纪，美国

数学家泰勒在《微积分与解析几何》中介绍了

用函数法求点到直线的距离． ２０ 世纪 ４０ 年

代，向量知识逐渐出现在教科书中，１９４８ 年，
美国数学家默纳汉利用向量法求得点到直线

的距离．
三、教学设计与实施

１． 定义初探

师：上节课我们已经学习了两点间的距

离公式． 已知点 Ｐ（ｘ１，ｙ１），Ｑ（ｘ２，ｙ２），则两点

间的距离 ＰＱ 等于多少？

众生：ＰＱ ＝ （ｘ１ － ｘ２）
２ ＋ （ｙ１ － ｙ２）

２ ．
师：可以用什么方法来推导？
生 １：构造直角三角形，运用勾股定理．
师：任意给出两点 Ｐ，Ｑ 坐标，我们可以用

代数的方法计算出两点间距离，即线段 ＰＱ 的

长． 如果一个点的坐标不变，另一个点的坐标

换成一条直线上的方程，那么我们可以研究

什么距离？
众生：点到直线的距离．
师：什么是点到直线的距离？
生 ２：过点 Ｐ 作直线 ｌ 的垂线 ＰＨ，垂足为

Ｈ，则线段 ＰＨ 的长即为点 Ｐ 到直线 ｌ 的距离．
师：把点 Ｐ到垂足 Ｈ的距离定义为点 Ｐ到

直线 ｌ 的距离，依据是什么呢？
生 ２：点到直线上点的距离，垂线段最短．
师：很好！两点之间，线段最短． 我们把线

段长定义为两点间距离；而点到直线，垂线段

最短，我们将这个最短距离定义为点到直线

的距离．
师：如何求线段 ＰＨ 的长度呢？
设计意图 　 从已学知识两点间的距离出
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发，引出点到直线的距离问题，并渗透最值思

想．
２． 特例引路

师：请求出图 １ 中点 Ｐ 到直线 ｌ 的距离．
（学生回答）
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图 1
师：大家都算得比较快，请哪一位同学来

说一下自己的方法？
生 ３：前两个图中对应坐标的差，图 １（ｃ）

中就是直角三角形斜边上的高，可用面积法．
师：太棒了！原来线段 ＰＨ 可以有不同的

表现形式．
设计意图 　 通过前两个特例体会当直线

是水平或竖直状态时距离的求法，并通过图

１（ｃ） 渗透面积思想．
３． 模型建立

问题 １　 如果将图 １（ｃ） 中的点 Ｐ移动到

点 Ｐ（ － １，２），你能求出此时点 Ｐ到直线 ｌ的距

离吗？想一想，试一试！
学生活动： 学生首先独立思考、 自主计

算，然后小组合作探究，最后每个小组由一名

学生代表展示计算法．
师：汇报的同学先跟大家分享你们的思

路，然后呈现计算过程． 同学们仔细听，比较

这些方法，你更喜欢哪一种？（学生代表汇报，
教师进行方法汇总）

生 ４：（展示了交点法的解题方法）
如图 ２，先求出垂线段 ＰＨ 所在直线的方

程 ３ｘ － ４ｙ ＋ １１ ＝ ０，再联立直线 ｌ 与 ＰＨ 的方

程
４ｘ ＋ ３ｙ － １２ ＝ ０，
３ｘ － ４ｙ ＋ １１ ＝ ０，{ 可得点 Ｈ ３

５ ，１６５( )，最后

根据两点间距离公式，得

ＰＨ ＝ － １ － ３
５( )

２

＋ ２ － １６
５( )

２

＝ ２．

生 ５：（展示了面积法的解题方法）
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如图 ３，利用两种不同方法计算同一个三

角形的面积，从而求出点 Ｐ 到直线 ｌ 的距离．

作 ＰＭ∥ ｘ 轴交 ｌ 于点Ｍ ３
２ ，２( )，作ＰＮ∥

ｙ 轴交 ｌ 于点 Ｎ － １，１６３( )，计算可得 ＰＭ ＝ ５
２ ，

ＰＮ ＝ １０
３ ．

因为 △ＭＰＮ 是直角三角形，由勾股定理

得 ＭＮ ＝ ５
２( )

２

＋ １０
３( )

２

＝ ２５
６ ． 故 Ｓ△ＭＰＮ ＝

１
２ ＰＭ·ＰＮ ＝ １

２ ＭＮ·ＰＨ，可得

ＰＨ ＝ ＰＭ·ＰＮ
ＭＮ ＝ ２．

生 ６：（展示了三角法的解题方法）
构造直角三角形，利用三角函数值比求

解．
在图３ 中选取 Ｒｔ△ＰＨＭ ，如图４． 设直线 ｌ

的倾斜角为 α，则 ｔａｎ∠ＰＭＨ ＝ ｜ ｔａｎ α ｜ ＝ ４
３ ．

因为∠ＰＭＨ∈ ０， π
２( )，所以 ｓｉｎ∠ＰＭＨ ＝ ４

５ ，

ＰＨ ＝ ＰＭｓｉｎ∠ＰＭＨ ＝ ２．
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师：大家展示的都非常正确！还有没有其

他方法呢？如果在直线上任取一点 Ｑ（ｘ，ｙ），那

么线段长 ＰＱ ＝ （ｘ ＋ １） ２ ＋ （ｙ － ２） ２ ，与所

研究的点 Ｐ 到直线 ｌ 的距离有什么大小关系
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呢？
众生： 点 Ｐ 到直线 ｌ 的距离是 ＰＱ ＝

（ｘ ＋ １） ２ ＋ （ｙ － ２） ２ 的最小值．
师：那么如何求它的最小值呢？
生７：因为直线 ｌ上任一点Ｑ（ｘ，ｙ） 满足４ｘ ＋

３ｙ －１２ ＝ ０，故ｙ ＝ ４ － ４
３ ｘ，代入上式，可得ＰＱ ＝

２５
９ ｘ２ － １０

３ ｘ ＋ ５ ＝ ２５
９ ｘ － ３

５( )
２

＋ ４ ． 所以

当 ｘ ＝ ３
５ 时，ＰＱ取最小值是 ２，即点 Ｐ到直线

ｌ 的距离是 ２．
师：很好，这种方法我们称为函数法．
设计意图 　 从具体问题出发，遵循学生

的认知规律，提高课堂教学实效，通过自主探

索、交流讨论激发学生思维，从不同角度认识

点线间的距离．
４． 公式推导

问题 ２　 能否根据已经获得的四种不同

方法进一步探索更一般的情况：点 Ｐ（ｘ０， ｙ０）
到直线 ｌ：Ａｘ ＋ Ｂｙ ＋ Ｃ ＝ ０（Ａ≠０，Ｂ≠０） 的距

离？大家按小组合作讨论，尝试算一算，看你

更愿意选择那种方法，然后根据自己选择的

方法独立推导．
生 ８： 我选择了面积法． 如图 ５， 易得点

Ｍ Ｂｙ０ ＋ Ｃ
－ Ａ ，ｙ０( )，Ｎ ｘ０，

Ａｘ０ ＋ Ｃ
－ Ｂ( )，计算得 ＰＭ ＝

Ａｘ０ ＋ Ｂｙ０ ＋ Ｃ
Ａ

，ＰＮ ＝ Ａｘ０ ＋ Ｂｙ０ ＋ Ｃ
Ｂ

．

同理，由三角形面积的两种计算公式得

ＰＨ ＝ ＰＭ·ＰＮ
ＭＮ ＝ ＰＭ·ＰＮ

ＰＭ２ ＋ ＰＮ２

＝
｜ Ａｘ０ ＋ Ｂｙ０ ＋ Ｃ ｜

Ａ２ ＋ Ｂ２
．
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师：这就是我们要推导的点到直线的距

离公式． １９ 世纪末，英国数学家约翰斯顿也是

运用面积法，从而得到公式的． 你和他当时的

想法相同，有成为数学家的潜质．
生 ９：我选择了三角法． 仍用图 ５，ＰＭ ＝

Ａｘ０ ＋ Ｂｙ０ ＋ Ｃ
Ａ

． 设直线 ｌ 的倾斜角为 α，则

ｔａｎ∠ＰＭＨ ＝ ｜ ｔａｎα ｜ ＝ Ａ
Ｂ

． 而 ∠ＰＭＨ ∈

０， π
２( )，所以 ｓｉｎ∠ＰＭＨ ＝ ｜ Ａ ｜

Ａ２ ＋ Ｂ２
，进而

ＰＨ ＝ ＰＭｓｉｎ∠ＰＭＨ ＝
｜ Ａｘ０ ＋ Ｂｙ０ ＋ Ｃ ｜

Ａ２ ＋ Ｂ２
．

师：这也是 １９ 世纪英国著名数学家托德

亨特的方法，你也取得了成功，真是很棒的方

法． 有同学选择其它的推导方法吗？
生 １０：我选择了交点法． 如图 ５，直线 ＰＨ

的斜率为 Ｂ
Ａ ，所以直线 ＰＨ 的方程为 ｙ － ｙ０ ＝

Ｂ
Ａ （ｘ － ｘ０），整理得 Ｂｘ － Ａｙ － Ｂｘ０ ＋ Ａｙ０ ＝ ０．

与直线 ｌ 的方程联立方程组，可以求得交点

Ｈ Ｂ２ｘ０ － ＡＢｙ０ － ＡＣ
Ａ２ ＋ Ｂ２ ，

Ａ２ｙ０ － ＡＢｘ０ － ＢＣ
Ａ２ ＋ Ｂ２

æ
è
ç

ö
ø
÷． 这

里用两点间距离公式求距离 ＰＨ 太复杂了，所
以还没有算出来．

师：虽然这样做运算量比较大，但是这是

出现得较早的方法，也是很多教科书采用的

方法，美国数学学者戴维斯早在 １８３６ 年在《解
析几何》 一书中就采用了交点法推导出点到

直线距离公式． 其实，当我们得到点 Ｈ 的坐标

后，也就快成功了，同学们有没有信心克服这

个困难继续算下去？请一位同学将推导过程

写在黑板上．
生 １１：将点 Ｈ 的坐标代入两点间距离公

式，得 ＰＨ ＝ ［（ｘＨ － ｘ０）
２ ＋ （ｙＨ － ｙ０）

２］
１
２ ＝

１
Ａ２ ＋ Ｂ２［Ａ

２（Ａｘ０ ＋ Ｂｙ０ ＋ Ｃ） ２ ＋ Ｂ２（Ａｘ０ ＋ Ｂｙ０ ＋

Ｃ） ２］
１
２ ＝

｜ Ａｘ０ ＋ Ｂｙ０ ＋ Ｃ ｜
Ａ２ ＋ Ｂ２

．
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师：大多数同学都能够化简成功，运算能

力真强！还有同学没有化简成功的，可以在课

后把它完成．
问题 ３　 同学们运用了三种方法推导出

距离公式，关于公式的推导大家还有什么疑

问吗？
生 １２：老师，可以利用函数法推导出公式

吗，怎样推导？
师：如果利用函数法，设 Ｑ（ｘ，ｙ） 是直线

上任一点，则有 ｙ ＝ － Ａ
Ｂ ｘ － Ｃ

Ｂ ，将其代入两点

间距离公式，化简可得 ＰＱ２ ＝ １ ＋ Ａ２

Ｂ２( )ｘ２ ＋

２Ａ
Ｂ

Ｃ
Ｂ ＋ ｙ０( )－ ２ｘ０[ ]ｘ ＋ ｘ２

０ ＋ Ｃ
Ｂ ＋ ｙ０( )

２

，再利

用二次函数的对称轴求出最小值（即点到直

线的距离公式），具体推导过程同学们可以课

后尝试． １９５９ 年，美国数学家泰勒在《微积分

与解析几何》 中就是通过函数的最值来求点

到直线的距离．
生 １３：在上面四种推导方法中都是直线 ｌ

与坐标轴不平行． 当直线 ｌ 与坐标轴平行（即
Ａ，Ｂ 中有一个为 ０） 时，这两种特殊情况下的

距离满足公式吗？

师：当 Ａ ＝ ０，Ｂ≠０时，如图６，ｌ：ｙ ＝ － Ｃ
Ｂ ，

ＰＨ ＝ ｙ０ ＋ Ｃ
Ｂ

；当 Ａ≠０，Ｂ ＝ ０ 时，如图７，ｌ：

ｘ ＝ － Ｃ
Ａ ，ＰＨ ＝ ｘ０ ＋ Ｃ

Ａ
． 它们都满足前面推

导的公式．
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生 １４：老师，还有更好的推导方法吗？
师：其实，在数学史中还有许多巧妙的方

法推导点到直线的距离公式，感兴趣的同学
还可以继续探索新的方法，或许你会有新发

现． 接下来，请同学们对本节课进行小结．
生 １５：本节课学习了点到直线的距离公

式，掌握了许多推导方法，领略了历史上数学

家对公式的推导，感受到了历史上数学家们

对科学孜孜不倦的探索精神． 其中的数学思

想有数形结合、转化、从函数的视角看问题

等．
５． 课后作业（略）
四、教学感悟

美国数学家、 数学教育家克莱因说过：
“教材中定理和公理的叙述，是数学家经历艰

苦的探索，字斟句酌的结果． ” 学生的学习困

难具有历史相似性，教师可以参照史料预测

学生的认知障碍，然后制定有针对性的教学

策略，帮助学生跨越学习障碍，这也是 ＨＰＭ 领

域的重要工作之一． 同时，数学史的引入，可
以帮助学生了解数学的发展过程，学习数学

家探索问题、追求真理的智慧，同样具有重要

的教育价值．
ＨＰＭ 视角下的公式教学，通过将史料和

数学家的理性精神融入课堂，可以使学生更

好地感受数学方法的演进过程，从而加深对

数学知识的理解，培养学生探索精神． 德国著

名教育学家第斯多惠说过：“教育的艺术不在

于传授知识和本领，而在于激励、唤醒和鼓

舞． ”数学教学要体现数学知识的发生、发展

过程，使学生经历数学思维的发展过程，经历

应用数学知识解决问题的过程，从而形成积

极的数学情感与态度． 数学教学的过程也是

学生思维水平发展和提升的过程，教师应激

发学生积极思考的动力，捕捉学生的思维火

花，展示学生的思维成果，使学生思维得到更

好的拓展，使学生综合素质得到更有效的提

升．
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方程 ｙ ＝ ２
３ ｘ － ２，得点 Ｔ横坐标为 ３

２ ｔ１ｓｉｎ θ． 故

ＰＨ→ ＝ ＰＭ→ ＋ ＭＨ→ ＝ （３ｔ１ｓｉｎ θ － ２ － ｔ１ｃｏｓ θ，
ｔ１ｓｉｎ θ） ．

设ＰＨ→ ＝ λ ＰＡ→ ＋ μ ＰＮ→，则 λ ＝ ２ｔ１ｃｏｓ θ ＋ ２
－ ３ｔ１ｓｉｎ θ，ｔ１ ＝ μｔ２，所以 λ ＋ μ ＝ ２ｔ１ｃｏｓ θ ＋ ２

－ ３ｔ１ｓｉｎ θ ＋
ｔ１
ｔ２

＝ １
ｔ２

（２ｔ１ ｔ２ｃｏｓ θ ＋ ２ｔ２ －

３ｔ１ ｔ２ｓｉｎ θ ＋ ｔ１） ＝ １，所以 Ａ，Ｈ，Ｎ三点共线，即
直线 ＨＮ 过定点 Ａ．

评注 　 将直线方程用参数形式也是解决

直线与圆锥曲线问题的常用方法． 由本解法

的特殊性，想到借助向量验证 Ａ，Ｈ，Ｎ 三点共

线，此外还可以借助斜率相等进行证明，因此

产生如下解法．
解法５　 设直线 ＡＭ的斜率为 ｋ１，直线 ＡＮ

的斜率为 ｋ２，直线 ＭＮ 方程为 ｘ － １ ＝ ｍ（ｙ ＋

２） ． 联立
ｘ － １ ＝ ｍ（ｙ ＋ ２），
ｘ２

３ ＋ ｙ２

４ ＝ １，{ 得（４ｍ２ ＋ ３）（ｙ

＋ ２） ２ ＋ （８ｍ － １２）（ｙ ＋ ２） ＋ ４ ＝ ０，设点Ｍ（ｘ１，
ｙ１），Ｎ（ｘ２，ｙ２）， 则 （ｙ１ ＋ ２） ＋ （ｙ２ ＋ ２） ＝
１２ － ８ｍ
４ｍ２ ＋ ３

，（ｙ１ ＋ ２）（ｙ２ ＋ ２） ＝ ４
４ｍ２ ＋ ３

，ｘ２（ｙ１ ＋

２） ＋ ｘ１（ｙ２ ＋ ２） ＝ １２
４ｍ２ ＋ ３

． 于是 １
ｋ１

＋ １
ｋ２

＝

ｘ１

ｙ１ ＋ ２ ＋
ｘ２

ｙ２ ＋ ２ ＝
ｘ２（ｙ１ ＋ ２） ＋ ｘ１（ｙ２ ＋ ２）

（ｙ１ ＋ ２）（ｙ２ ＋ ２） ＝ ３．

由 ＭＴ 平行于 ｘ 轴且ＭＴ→ ＝ ＴＨ→，易得点

Ｔ ３ｙ１

２ ＋ ３，ｙ１( )，Ｈ（ － ｘ１ ＋ ３ｙ１ ＋ ６，ｙ１） ． 故 ｋＡＨ ＝

ｙ１ ＋ ２
－ ｘ１ ＋ ３ｙ１ ＋ ６，

１
ｋＡＨ

＋ １
ｋ１

＝
－ ｘ１ ＋ ３ｙ１ ＋ ６

ｙ１ ＋ ２ ＋

ｘ１

ｙ１ ＋ ２ ＝ ３，可得 ｋＡＨ ＝ ｋ２，即 Ａ，Ｈ，Ｎ三点共线，

亦即直线 ＨＮ 过定点 Ａ．
评注 　 将三点共线的证明转化为斜率相

等进行证明可以适当减少运算步骤． 但由于椭

圆方程ｘ２

３ ＋ ｙ２

４ ＝ １分母的不同造成联立起来计

算较繁，可尝试将椭圆方程转化为圆 Ｏ 的方程

达到简化运算，由此产生如下解法．

解法６　 作变换 ｘ′ ＝ ｘ
３
，ｙ′ ＝ ｙ

２ ，则椭圆

Ｅ 变换成半径为 １ 的圆 Ｏ，点 Ａ，Ｂ，Ｐ 分别变换

为 Ａ′（０， － １），Ｂ′ ３
２ ， － １

２
æ
è
ç

ö
ø
÷，Ｐ′ ３

３ ， － １æ
è
ç

ö
ø
÷．

设直线 Ａ′Ｍ′ 的斜率为 ｋ１，直线 Ａ′Ｎ′ 的斜

率为 ｋ２，直线Ｍ′Ｎ′方程为 ｘ － ３
３ ＝ ｍ（ｙ ＋ １），

与 ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ １ 联立，可得（ｍ２ ＋ １）（ｙ ＋ １） ２ ＋

２ ３
３ ｍ － ２æ

è
ç

ö
ø
÷（ｙ ＋ １） ＋ １

３ ＝ ０，设点 Ｍ′（ｘ１，

ｙ１），Ｎ′（ｘ２，ｙ２），则易知（ｙ１ ＋ １） ＋ （ｙ２ ＋ １） ＝

６ － ２ ３ｍ
３ｍ２ ＋ ３

，（ｙ１ ＋ １）（ｙ２ ＋ １） ＝ １
３ｍ２ ＋ ３

，ｘ２（ｙ１

＋ １） ＋ ｘ１（ｙ２ ＋ １） ＝ ２ ３
３ｍ２ ＋ ３

．

于是 有 １
ｋ１

＋ １
ｋ２

＝
ｘ１

ｙ１ ＋ １ ＋
ｘ２

ｙ２ ＋ １ ＝

ｘ２（ｙ１ ＋ １） ＋ ｘ１（ｙ２ ＋ １）
（ｙ１ ＋ １）（ｙ２ ＋ １） ＝ ２ ３ ．

因为直线 Ａ′Ｂ′ 的方程为 ｙ ＝ ３
３ ｘ － １，依

题意，令 ｙ ＝ ｙ１，可得点 Ｔ′（ ３ ｙ１ ＋ ３ ，ｙ１），

Ｈ′（２ ３ ｙ１ ＋ ２ ３ － ｘ１，ｙ１） ． 于 是 ｋＡ′Ｈ′ ＝
ｙ１ ＋ １

２ ３ ｙ１ ＋ ２ ３ － ｘ１

，计算易得 １
ｋ１

＋ １
ｋＡＨ

＝ ２ ３ ，

所以Ａ′，Ｈ′，Ｎ′三点共线，即直线ＨＮ过定点Ａ．
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