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一道解析几何题的解法探究和反思

江苏省常州市第三中学 范 云

一、试题的解法探究

给定椭圆 C: x
2

a2 + y2

b2
= 1 a ＞ b( )＞ 0 ，称圆心在原

点 O，半径为 a2 + b槡 2 的圆是椭圆 C 的“卫星圆”。若

椭圆 C 的离心率槡22 ，点 2，槡( )2 在 C 上．

( 1) 求椭圆 C 的方程和其“卫星圆”方程;

( 2) 点 P 是椭圆 C 的“卫星圆”上的一个动点，过

点 P 作直线 l1，l2，使得 l1，l2 与椭圆 C 都只有一个交

点，且 l1，l2 分别交“卫星圆”于点 M，N，证明: 弦长

MN 为定值。
分析: 第一问中涉及求椭圆的方程和“卫星圆”的

方程，其中椭圆方程的解法比较常规，通过解方程组

的方法可以解决;“卫星圆”的方程是一个新定义，比

较容易理解，学生处理起来也比较轻松。解答如下:

解: ( 1) 由条件可得:

c
a =槡22
4
a2 +

2
b2

{ = 1

解得 a 槡= 2 2，b = 2

所以椭圆的方程为
x2
8 + y2

4 = 1，卫星圆的方程为

x2 + y2 = 12。
分析: 第二问中涉及证明定值问题，难度较大，学

生的正确率普遍较低。可以先采用特殊值法，即分析

特殊情况，这样可以先得到结果，本题中的特殊情况

就是其中一条直线斜率不存在，解答如下:

解: 当直线 l1，l2 中有一条无斜率时，不妨设直线

l1 无斜率，

因为 l1 与椭圆只有一个公共点，则其方程为 x =

槡2 2或 x 槡= － 2 2，

当 l1 方程为 x 槡= 2 2时，此时 l1 与“卫星圆”交于

点( 槡2 2，2) 和( 槡2 2，－ 2) ，

此时经过点( 槡2 2，2 ) ( 槡2 2，－ 2 ) 且与椭圆只有

一个公共点的直线是

y = 2 或 y = － 2，即 l2 为 y = 2 或 y = － 2，

∴ l1⊥l2
∴ 线段 MN 应为“卫星圆”的直径，∴ | MN | =

槡4 3。
分析: 接着，从特殊到一般，探究一般情况。可以

先设出点 P 的坐标，随即设出直线的方程，这里我们

要注意，可以把两条直线方程设成同一个形式，这个

形式对于两条直线都通用。由于直线和椭圆只有一

个交点，所以将二者联立方程组后判别式为 0。此时

需要进行思维的转化，需要把判别式为 0 的方程看成

关于切线斜率的方程，两条直线的斜率是该方程的两

个解。接下来可以探究两条直线斜率的关系，之前探

究的特殊位置给了我们启发，容易猜想到两条直线是

垂直的关系，然后加以证明，这样 MN 为“卫星圆”的

直径，长度也就迎刃而解了。
但是，在处理具体运算过程时，我们发现该题的

运算量很大，这就需要我们在运算时分析运算的对

象，不能一味地对式子进行展开，因为一旦展开，在展

开项非常多的情况下再进行整合是极其困难的。如

果我们先分析等式的结构，看是否有一些有关联的

项，是否可以因式分解，那么运算的复杂程度会降低

很多。下面是两种运算方法的对比，具体解法如下:

法一: 解: 当 l1，l2 都有斜率时，设点 P( x0，y0 ) ，其

中 x20 + y
2
0 = 12，

设经过点 P( x0，y0 ) 与椭圆只有一个公共点的直

线为 y = t( x － x0 ) + y0，

则，

y = tx + ( y0 － tx0 )

x2
8 + y2

4{ = 1
消去 y 得到 x2 + 2 ( tx － tx0
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+ y0 ) 2 = 8。

即( 1 + 2t2 ) x2 + ( 4ty0 － 4t2x0 ) x + 2t2x20 + 2y20 －
4tx0y0 － 8 = 0。

Δ = ( 4ty0 － 4t2x0 ) 2 － 4 ( 1 + 2t2 ) ( 2t2x20 + 2y20 －
4tx0y08) =0。

即 16t2y20 － 32t3x0y0 + 16t4x20 － 4 ( 2t2x20 + 2y20 －

4tx0y0 － 8 + 4t4x20 + 4t2y20 － 8t3x0y0 － 16t2 ) = 16t2y20 －

32t3x0y0 + 16t
4x20 － 8t

2x20 － 8y
2
0 + 16tx0y0 + 32 － 16t4x20 －

16t2y20 +32t
3x0y0 + 64t

2 = 0。

即 t2x20 + y
2
0 － 2tx0y0 － 4 － 8t2 = 0，

( x20 － 8) t2 － 2tx0y0 + y
2
0 － 4 = 0。

∴ t1·t2 =
y20 － 4
x20 － 8

=
12 － x20 － 4

x20 － 8
= － 1 所以 t1 － t2 =

－ 1，满足条件的两直线 l1，l2 垂直。
∴ 线段 MN 应为“卫星圆”的直径，∴ | MN | =

槡4 3。
法二: 解: 当 l1，l2 都有斜率时，设点 P( x0，y0 ) ，其

中 x20 + y
2
0 = 12，

设经过点 P( x0，y0 ) 与椭圆只有一个公共点的直

线为 y = t( x － x0 ) + y0，

则，

y = tx + ( y0 － tx0 )

x2
8 + y2

4{ = 1
消去 y 得到 x2 + 2［tx + ( y0

－ tx0) ］2 = 8。

即( 1 + 2t2 ) x2 + 4t( y0 － tx0 ) x + 2 ( y0 － tx0 ) 2 － 8
= 0，

Δ = 16t2 ( y0 － tx0 ) 2 － 4 ( 1 + 2t2) ［2 ( y0 － tx0 ) 2 －
8］= 0。

即 － 8 ( y0 － tx0 ) 2 + 32( 1 + 2t2 ) = 0，

( x20 － 8) t2 － 2tx0y0 + y
2
0 － 4 = 0。

∴ t1·t2 =
y20 － 4
x20 － 8

=
12 － x20 － 4

x20 － 8
= － 1 所以 t1·t2 =

－ 1，满足条件的两直线 l1，l2 垂直。
∴ 线段 MN 应为“卫星圆”的直径，∴ | MN | =

槡4 3。
综上，因为 l1，l2 经过点 P( x0，y0 ) ，又分别交其准

圆于点 MN，且 l1，l2 垂直，

所以线段 MN 为准圆 x20 + y
2
0 = 12 的直径，∴ |MN |

槡=4 3为定值。

法一是直接展开运算，我们发现展开后的项非常

多，要在有限的时间内运算正确着实不容易。法二并

没有将所有项都展开到极致，而是在运算过程中不断

地观察式子中项与项之间的关系，具备整体意识，我

们发现有些项是可以整体抵消的，运算的复杂性降低

了很多。
二、反思

解析几何题的第一问一般难度不大，但是运算的

正确率至关重要，如果计算错误，那么第二问即使花

大量的时间运算，也得不到正确结果。
本题第二问中涉及证明定值问题，在难度较大

的情况下，我们可以先采用特殊值法，本 题 是 分 析

其中一条直线斜率不存在的特殊位置，这样就可以

得到结果。接着，从特殊到一般来处理一般情况下

的 定 值 问 题，我 们 也 可 以 从 特 殊 情 况 中 得 到 一 些

启发。
解答本题第二问时有相当一部分学生将两条直

线方程分别设成 y = k1x + m1 和 y = k2x + m2 的形式，

以这个形式往下做会比较困难，因为漏用了条件，即

直线 l1，l2 过点 P，换言之 k1 与 m1，k2 与 m2 是有关联

的。因此，当条件没有被充分利用时，解题也是比较

困难的。在解题时我们还是需要把所有条件都用到

极致才行。
解析几何在很大程度上体现了学生的数学运算

素养，数学运算是解决数学问题的基本手段。数学运

算主要表现为: 理解运算对象、掌握运算法则、探究运

算思路、求得运算结果。这里的每一步都至关重要，

需要我们带着数学思维去运算，对整个运算的过程有

个规划，这样才能少走弯路，在有限的时间内提高运

算的正确率，也能促进数学思维的发展。


