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让数学抽象拾级而上
———数学抽象能力培养的实践研究

侯卫婷
江苏省常州市第三中学 213000

［摘 要］数学抽象，既是数学科学的一个特点，也是数学核心素养的一个重要组成部分.如何让核心素养从
理论走向实践，从顶层设计到基层落地，既需要学习也需要实践，一线数学教师尤其需要在实践中

总结如何让普适的理论变成可操作、可重复、可检验的教学环节.
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作者简介：侯卫婷（1981—），本科学历，中学高级教师，常州市学科带头人，目前主要研究基于数学抽象核心素养的大单元教学设计.

襛 问题源起，如何让顶层设计
扎实落地

数学核心素养与数学教育的终极

目标有关，是对培养的描述 ：会用数学

的眼光观察世界，会用数学的思维思考

世界，会用数学的语言表达世界. 数学的
眼光是指数学抽象（符号意识、数感）、直

观想象（几何直观、空间想象能力 ），保

证数学的一般性；数学的思维是指逻辑

推理能力、数学运算能力 ，保证数学的

严谨性；数学的语言是指数学模型 （模

型思想）、数据分析（数据分析观念），保

证数学应用的广泛性.
数学抽象，包括数感和符号意识，是

指舍去事物的一切物理属性，得到数学

研究对象的思维过程 ，包括 ：从数量与

数量关系、图形与图形关系中抽象出数

学概念及概念之间的关系，从事物的具

体背景中抽象出一般规律和结构，用数

学符号或者数学术语予以表征（概念内

涵）. 数学抽象的具体内容为：获得数学

概念和规则；提出数学命题和模型；形成

数学方法与思想；认识数学结构与体系.

作为新一期课改的关键词，核心素

养正以多种多样的方式走进一线教师

的视野. 而作为数学核心素养之一的数
学抽象， 对所有一线数学教师来说，既

熟悉又陌生.一方面，抽象作为数学学科

的一大特点，是所有数学学习者在学习

过程中时时刻刻都要面对和经历的一

种体验，它已经内化为一种数学学习的

“范式”， 是数学共同体的一种共识. 另
一方面，数学抽象从一种思维方式到一

个概念，如何解读；从一种过程体验到

一种能力获得，如何培养 ；从一个顶层

设计到基层落地，如何执行. 这些问题由
务虚到务实，从感性到理性 ，从理论到

实践，都对一线数学教师提出了挑战.
数学抽象能力，作为培养学生核心

素养的总体指向之一，当然不是一节课、
一个章节的教学目标，它的培养必然是

循序渐进、螺旋上升的. 但同时，这些大

目标又必须内化到每一章知识、每一节

内容中去，只有以知识为载体 ，以课堂

为抓手，在每一节课中都不断启发、不断

渗透、不断训练，才能让学生从朦胧的

感觉转向理性的思辨进而走向自觉的

批判. 以下，笔者结合教学实践，谈一谈

自己对这些问题的思考.

襛 课堂实录
《苏教版普通高中课程标准实验教

科书·数学 （必修 1）》“2.5.1 函数的零
点”教学片段.

1. 函数零点的教学
师：求解方程x2+4x+3=0，画出函数

y=x2+4x+3的图像，标出该函数与x轴交
点的横坐标. （学生操作完后）方程的根

是x1=-1，x2=-3，与两个交点的横坐标一

样，是偶然吗？
生1：不是. 因为函数与x轴交点的纵

坐标是0，（把0）代入y=x2+4x+3得到的就
是方程x2+4x+3=0.

师：很好，换个视角，如果把方程x2+
4x+3=0的左边看作是函数 y =x2-4x+3
（板书加上 “y=”）， 那么右边可以看作
是———

生1：直线y=0，也就是x轴.
师：那你能用它来解释方程ax2+bx+

c=0（a≠0，Δ≥0）的根与函数y=ax2+bx+c
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（a≠0）在x轴上交点的横坐标之间的关
系吗？

生1：方程的根是x1，2=
-b± b2-4ac%
姨
2a

，

（函数与x轴）交点也是这两个.
师：根是数字啊，点可不是数字，你

要不要修正一下？

生1：我的意思是交点的横坐标.
师 ：数学可来不得半点马虎 ，与根

对应的是交点的横坐标. 二次方程和二
次函数我们都很熟悉，所以这个结论不

难得到. 可是数学世界里不止二次方程
与二次函数，比如方程 （在原题上修改

次数即可）x3+4x+3=0和函数y=x3+4x+3，
方程的根与函数在x轴上的交点的横标
也是一致的吗？

生1：我觉得是一致的 .虽然这个方
程不好解，但令函数的y=0得到的方程是
一样的.

师 ：数学世界里有无数的方程 ，这

无法穷尽. 但所有的方程都可以用式子

f（x）=0来表示；同样的，与之对应的函数

也可以写作y=f（x）. “方程 f（x）=0的根
（如果有的话）和函数y=f（x）在x轴上的
交点的横坐标是一致的”，这个结论仍然

成立吗？
生1：我认为是成立的，因为解释它

们的道理是一样的.
师：在方程f（x）=0中，我们把解出来

的x的值称为方程的根 ；在函数y=f（x）
中 ，我们把对应的横坐标称为 “零点 ”.
（板书中把横坐标加粗着重）注意，零点

是点吗？
生1：不是.
设计意图：由于有了初中二次函数

的知识基础，函数的零点对于高中生似

乎并不是一个困难的概念，这使得很多

教师在教学中往往对概念的生成过程

一带而过，把重点放在强调 “零点不是

点”这个细节上，然后用几个题目进行

强化，这其实是本末倒置 ，效果也不尽

如人意 . 试想，如果能完善零点概念的

生成过程，这种尴尬会不会少一点？ 另

一方面，数学抽象能力的培养 ，既不能

一蹴而就，也不能是空中楼阁，它只能是

聚沙成塔式的训练， 进而从量变引发质

变. 数学抽象，既要有抽象的结果（概念、

定理），也要有抽象的过程（归纳、推理），

这两者都是无法在物质世界里找到直

接的对应物的，唯有在思维中为其构造

情境，才能让学生从被动转向主动，如果

没有足够的量的积累，那么质的飞跃也

就无从谈起.
2. “零点存在”定理的归纳（数学实

验）
师：（问题1）回到二次函数y=x2+4x+

3，如何确定它在区间（-2，0）上是否有零
点呢？

生2：它的一个零点是－1，所以是有的.
师：（问题2）那把函数变成y=x3+4x+

3呢？
生2：（沉默）
师：为了回答这个问题，我们来做一

个简单的实验.这里有一条绳子（两端系

有磁铁，可以吸附在黑板上），如果我们

把它看作一个函数的图像，把这个函数

图像的起点放在这里（x轴上方），那么如

何放置终点，可以保证这个函数一定有

零点呢？ 请一位同学上来摆一摆.
生3：把终点放在x轴下方.
师：很直观，这个函数确实有零点 .

那如果我把起点放在x轴下方呢？
生3：那就把终点放到x轴上方.
师：回到问题1，也用这个绳子来摆

一摆 . 起点在 （-2，-1），终点在 （0，3）.
这能说明二次函数 y=x2+4x+3在区间
（-2，0）上有零点吗？

生3：可以.
师：那问题2呢？
生3：类似的，起点在（-2，-13），终点

在（0，3），所以函数y=x3+4x+3在区间 （-
2，0）上是有零点的.

师：能把这个判断方法推广到所有

函数吗？
生3：如果一个函数在起点处的函数

值和终点处的函数值一正一负，这个函

数就有零点.
师：很好，但太口语化了，我们还需

要更精准的数学语言. 主体结构已经搭
建出来了，我们一起来进一步地优化它.

设计意图：在问题1中直接提出“零

点存在”定理是困难的，根据认知理论，
学生在这里没有发展新方法的需求. 这
种需求只存在于从已知到未知的问题

之中，也就是问题2. “零点存在”定理在

高中教学中，只能是一种归纳的结果，原

因有二：一是限于高中数学知识的广度

和深度 ，“零点存在 ”定理中所涉及的

“连续”只能是一种感性直觉；二是教学

过程是从几个特殊的例子中直接给出

了一般性结论而没有证明过程，就高中

生的学习水平而言，这样的抽象已经足

够了.

襛 一些思考，实践优位仍是不
二法门

一线数学教师的教育理论必须紧

跟实践 . 现在是信息大爆炸的时代，各

种各样的教育理论被大量引进国内，教

师在最近十年里一定被培训过、学习过

多种教育理论，而且常常是 “你方唱罢

我登场”，让人目不暇接；课堂教学改革

的呼声也日渐高涨，诸如“在家看视频，
在课上答疑”“课上只允许讲15分钟 ”，
等等. 这一切都让教师无所适从，觉得自

己不会教书了；又或者产生了一种撕裂

感，“理论学习，教学改革”最终和常规

课堂教学完全脱节了，一切又回到了起

点. 如何处理好理论与实践的关系？ 尤

其是新一期课改中关于核心素养这样

的顶层设计如何在教学实践中落地？ 怎

么把学生关键能力的培养转化成基本

的教学单元？ 怎么理解多次课程改革中

前后相继的关系和层层递进的培养目

标的宏旨？ 一线数学教师应该把握好理

论与实践的关系，充分发挥自己的实践

优势，在实践中感悟理论，检验理论，最

终为理论打上自己个性化理解和实践

的标签 . 郑毓信教授在其著作《科学哲

学十讲》中介绍了科学哲学发展的三阶

段，从一开始的元理论阶段 ，到现代的

范式阶段，再到后现代的理论源于实践.
如果类比这个过程， 那么我们的科学教

育显然也走到了后现代. 理论应该是实
践的服务者和总结者，教师应该用实践

来检验自己理论学习中的同与异.同时，
教师的实践也存在弱点，那就是从实践

中我们首先获得的只能是经验，而这些

经验往往是个性化的，甚至在这个班能

用，另一个班就用不了；这节课（这个知

识点）能用，下节课（另一个知识点 ）就

不能用了. 这类经验的重复积累不能让
我们得到一般化的教学能力，所以才要

学习、借鉴理论，从理论中找到提升自

身教学能力的法则和依据.
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以数学抽象为例，难道是从本次课

改我们才开始教数学抽象的吗？ 显然不

是. 那么此前教师对数学抽象是怎么理
解的，又是如何进行教学实践的？对于顶

层设计中的表述，教师理解吗？ 认同吗？
与自己的实践相对照，哪些做对了，哪些

做错了？哪些做多了，哪些做少了？ 哪些

做好了，哪些做坏了？ 只有通过实践，教

师对于理论的认识才能深入. 史宁中教
授关于数学抽象有这样的表述 ：“数学

抽象有两次抽象的过程，第一次是从感

性具体到理性具体，第二次是从理性具

体到理性抽象.”如何在实践中让学生有
序地感受这两次抽象的过程？ 以本课为

例，为了抽象出函数零点的概念 ，首先

要让学生在具体的方程与函数之间产

生对应，所以使用学生最熟悉的二次方

程与二次函数为例，让学生解出方程的

根，在图上写出函数与x轴的交点的横坐
标 . 这种对应是显然的，两个具体的例

子就能让学生抽象出这么一个结论：所

有二次方程的根 （如果有的话 ）与二次

函数在x轴上的交点的横坐标是对应的.
这就是从感性具体到了理性具体. 既然
二次方程与二次函数有这样的对应关

系， 那么其他类型的方程与函数呢？ 于

是再次通过具体的例子，学生又能进行

一次抽象：所有方程的根（如果有的话）
与相应的函数在x轴上的交点的横坐标
是对应的. 这就是从理性具体到了理性
抽象.思维导图如图1、图2所示.

在方程中，这个数（函数与x轴交点
的横坐标）叫作方程的根；在函数中，这

个数（函数与x轴交点的横坐标）叫作函

数的零点. （新定义）这就是笔者对两次

抽象的理解，是否正确，效果如何，这些

都需要在实践中进一步地去确认. 实践
给了我们解读理论的绝佳素材.

%%弗赖登塔尔认为，数学学习有这么

一个渐进的过程：常识—数学知识—新

常识—新数学知识……迁移到数学抽

象，就与史宁中教授所说的两次抽象有

了相似之处. 他们都表达了对数学抽象
方式的“抽象”———拾级而上 .基于这样
的理解，我们就要去收集大量的教学资

源，对资源分“级”，对每一级资源基于抽

象的定位进行教学方式的设计、实践和

反思 . 简而言之，培养数学抽象是一个

系统的建构过程，既要把它放在数学素

养这个大系统中，也要凸显数学抽象这

个子系统的特点.

具体的二次方程的

两根 x1，x2

相应的具体的二次函数与

x 轴交点的横坐标 x1，x2
感性具体

一般的二次方程的

两根 x1，x2

相应的一般的二次函数与

x 轴交点的横坐标 x1，x2
理性具体

二次方程的根与相应的二次函数

在 x 轴上的交点的横坐标相对应
其他方程的根与相应的函数在

x 轴上的交点的横坐标相对应
理性具体

方程的根（如果有的话）总是与相应的函数在 x 轴上的交点的横坐标相对应 理性抽象

图2

图1

变式3是立体几何教学中不可忽视
的重要问题，是学生学习的难点，也是近

几年高考的热点 . 解决问题（1）的关键
在于转化， 将求斜线上的点到平面的距

离问题， 运用等体积思想转化为求三棱

锥的体积. 由VA－A1D1E=VD1－A1AE
得 1

3
×S△A1D1E×

d= 1
6
（d是点A到平面A1D1E的距离），进

而求得相应的距离d. 解决问题（2）的难
点在于找到二面角的平面角 . 因为点
A∈平面DEG，连接AE，易知∠AEB（角θ）
为该二面角的一个平面角. 在直角三角
形AEB中，根据已知条件可得tanθ=2. 当
然， 变式3如果通过建立空间直角坐标
系，利用向量法将几何问题代数化，则直

接运用相关公式进行求解而无需具体找

出相应的角或线段， 这也是向量法的优

势所在.

襛 回顾和反思
解题后的回顾和反思有助于教师

对问题的深刻认识 ， 也有助于增强学

生的数学学习能力、思辨能力及数学思

维 .教师引导学生回顾解题过程 ，反思

解题方法，进而优化过程与解法 ，对题

目与方法进行归类，理解通性通法的重

要性，使之强化对问题的深入理解和知

识体系的整体把握 ，做到 “既见树木又

见森林”.
从对这道立体几何基本问题的多种

解法探究、 解题思想及其价值梳理、变

式拓展等可以发现： 特殊解法简洁，但

具有一定的技巧性和适用范围；通性通

法具有一般性，可以处理同一类问题.通
过“一题多解”将与问题相关的知识点

和方法紧密联系在一起， 有助于学生形

成灵活的知识结构并运用其解决其他相

关问题. 因此， 在数学解题教学中重视

“一题多解”“一题多变”“多题一解”，从

多个角度和程度思考问题 ， 可以实现

“由一题通一类”“由点带面” 的教学效

果，促进数学的高效教学和学生的学习

迁移能力.
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