
y2 ) ． 又 x1 = ty1 + 1，x2 = ty2 + 1，代入整理可知需证

2ty1y2 = y1 + y2 ( * ) ． 联立方程组
x2
2 + y2 = 1，

x = ty + 1，
{ 消去 x

得( t2 + 2) y2 + 2ty － 1 = 0． 所以 y1 + y2 =
－ 2t
t2 + 2

，y1y2

= － 1
t2 + 2

． 所以( * ) 式成立，从而有∠OMA =∠OMB．

综上可得∠OMA =∠OMB．
三、结语
《普通高中数学课程标准( 2017 )》指出:“教师

要帮助学生完成从初中到高中数学学习的过渡，包

括知 识 与 技 能、方 法 与 习 惯、能 力 与 态 度 等 方

面”［1］． 平面几何“讨论点，直线，直线的平行和垂

直，三角形，圆等． 这是平面图形中最基本、最简单

者，然而也是培养学生的几何直观能力和进一步用

坐标法讨论曲线的基础．”［2］圆锥曲线的学习中，一

般是给出它们的几何定义后，便用数形结合的代数

方法———“坐标法”来讨论它们． 基于此，在解答解

析几何问题时，要自始至终贯穿数形结合的思想，

在图形的研究过程中，注意代数方法的使用; 在代

数方法的使用过程中，加强与图形的联系． 借助平

面几何的知识解决解析几何问题，有助于把握问题

的几何本质，有效控制运算量． 更重要的是，在解决

解析几何问题时，回归“圆锥曲线的定义”，灵活利

用图形的直观性和平面几何中的相关结论，其实质

就是重新审视数学概念并用概念解决问题，这是一

种朴素而又重要的策略和思想，有助于使学生体会

数学知识之间的有机联系，感受数学的整体性，发

展直观想象、逻辑推理等数学学科核心素养，提升

创新意识．
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HPM 视角下深度学习课例开发

———以点到直线距离公式再证明为例

甘肃天水市一中 ( 741000) 文贵双

浅层学习以知识获取和记忆训练为主要特征，

学习处于相对较低的认知水平; 深度学习则以知识

深度加工、意义建构和深度思维为主要特征，以理

解、应用、分析、推理、综合、评价、创造等高层次认

知活动为主要学习活动，学习处于高认知水平． 深

度学习是一种主动的、探究式的、有意义的学习过

程，是深入内容本质的概念理解、知识探究、问题解

决等相对复杂的学习过程，学生能够将学到的知识

迁移与应用，实现知识的深层加工、深刻理解以及

长久保持，并实现“高层次认知能力”和“高阶思维”
的发展，促进深刻理解的同时帮助他们把握学习内

容的核心与联系．
怎样让学生进入深度学习的状态? 郭华教授

认为，在教师引领下，教学中围绕具有挑战性的主

题，引导学生围绕学习内容深入思考、积极对话，表

达与展示自己的思维过程，形成深层次的认知参与

和积极的情感体验． 而挑战性的主题哪里来? HPM
案例就是深度学习的好素材．

HPM( 数学史与数学教育) 中的历史发生法就是

通过数学史料的研究，发现数学对象和数学思维的发

生发展规律，为解决数学教学的现实问题提供历史的

借鉴和支持． 因为任何数学知识都是人类数学认识不

断建构的结果，从简单到复杂，从直观到抽象，从经验

概括到形式构造，经历漫长的历史过程，这是数学家

或几代数学家独特而深邃的高级思维方式的成果． 他

们的高级思维过程是学生进行思维活动的典范，他们

的思维通过教师的加工处理来示范引导学生的深度

学习． 本人在高三复习交流会上上了一节“点到直线

距离公式的再证明”的观摩课，示范借力 HPM 来引领

学生深度学习，引起大家的热评．
1 课堂实录
师: 我们在高一学习了点到直线的距离公式，

由于当时受到所学知识的限制，该定理的证明方法

单一，现在我们已经学完了高中数学全部内容，掌

握了许多工具，今天我们再证“点到直线的距离公

式”，公式如下:
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已知直线 l:Ax +By +C =0，点 P( x0，y0 ) 在直线外

l，证明点 P 到直线 l 的距离为 d =
Ax0 +By0 +C

A2 +B槡 2
．

1． 1 再现教材公式的推导过程

图 1

师: 我们先回忆高一教

材中 是 如 何 证 明 该 公 式?

同学们一时回忆不起来，老

师提示一下． 我们以数学家

华罗庚先生“以退为进”策

略先将问题“退”到简单问

题． 求坐标原点 O 到直线 l 的距离，假定 A≠0，且

B≠0． 如图 1，直线 l 与 x 交于点 N( － C
A ，0) ，与 y 交

于点 M( 0，－ C
B ) ，从而点 O 到直线 l 的距离就是直

角△OMN 斜边 MN 边上的高 OQ，则 OQ =

－ C
A － C

B
C2

A2 +
C2

B2槡
= C

A2 + B槡 2
( * ) ． 经验证当 A = 0 或

者 B = 0 时，上面公式成立．
哪位同学得到启发?

图 2

生: 构造以点 P 为直角

顶点，斜边在直线 l 上直角

三角形，如图 2，假定 A≠0，

且 B≠0． 过点 P 作 PQ⊥l，
垂足为 Q，过点 P 分别作 x
轴、y 轴的平行线，交 l 于点

M( x1，y0 ) ，N( x0，y2 ) ，由 Ax1 + By0 + C = 0，Ax0 + By2

+ C = 0，得 x1 =
－ By0 － C

A ，y2 =
－ Bx0 － C

A ，故 PM =

x1 － x0 =
Ax0 + By0 + C

A
，PN = y2 － y0 =

Ax0 + By0 + C
B

，由 三 角 形 面 积 公 式 可 知 PQ =

PM·PN
MN =

Ax0 + By0 + C

A2 + B槡 2
，即 P 到直线 l 的距离为

d =
Ax0 + By0 + C

A2 + B槡 2
． 经验证当 A = 0 或者 B = 0 时，

上面公式成立．
师: 19 世 纪 末，英 国 数 学 家 约 翰 斯 顿 ( W． J．

ohnston) ，将点线距离转化成三角形的高，其证明和上

面证法一样． 下面我们从不同的视角探讨其他证法．
1． 2 多视角寻找证法，培养学生思维的发散性

生: 既然解决了原点到直线 l 距离的问题，那我

们通过坐标轴的平移，将坐标原点平移到点 P( x0，

图 3

y0 ) ，问题就转化成已经解决的

问题了． 因此，我们需要解决直

角坐标系平移后，点的坐标变

化的关系． 如图 3，坐标系 x' o'
y'是坐标系经过按向量OO'→ 平

移而得到，设点 O' ( h，k) ，点 A
在坐标系 xoy 和 x' o' y'中的坐

标分别是( x，y) ，( x'，y') ，则有
OA→ = OO'→ + O'A→ ，即( x，y) = ( h，k) + ( x'，y') ，从而
x = x' + h，

y = y' + k，{ 此为坐标系平移公式． 将坐标系 xoy 原

点平移到点 P( x0，y0 ) ，得新的坐标系 x'o'y'，点 A 在

直角坐标系 xoy 和 x' o' y'中的坐标分别是 ( x，y) ，

( x'，y') ，坐标系平移公式
x = x' + x0，

y = y' + y0，{ 代入直线 l: Ax

+ By + C = 0 得直线在直角坐标系 x' o' y'下的方程

为 Ax' + By' + Ax0 + By0 + C = 0，由( * ) 得点 P 到直

线 l 的距离为 d =
Ax0 + By0 + C

A2 + B槡 2
．

师: 利用转化的视角，证法不错． 高一教材上这

样分析过: 过 P 作直线 l 的垂线，垂足为点 Q，则线段
PQ 的长就叫做点 P 到直线 l 的距离． 自然的想法是联

立直线 l 与直线 PQ 的方程，求出点 Q( x1，y1 ) 的坐标，

但是求 Q 的坐标繁琐，所以课本中只给出了这样的思

路，没有具体作． 同学们思考有没有巧法? 我们的目标

是计算 PQ = ( x1 － x0)
2 + ( y1 － y0)槡 2 ，难道非的要求

Q 的坐标吗?

生: 我有一个不需求 Q 的坐标的证法．
假定 A≠0，且 B≠0． 过点 P 作 PQ⊥ l，垂足为

Q( x1，y1) ，则

Ax1 +By1 +C =0，

y1 － y0
x1 － x0

= B
A ，{ 不解方程组，而是变形

得
A( x1 － x0 ) + B( y1 － y0 ) = － ( Ax0 + By0 + C) ，

A( y1 － y0 ) － B( x1 － x0 ) = 0，{
将两式平方相加得( A2 + B2 ) ［( x1 － x0 ) 2 + ( y1 － y0 ) 2］

= ( Ax0 + By0 + C) 2，即 ( x1 － x0 ) 2 + ( y1 － y0 )槡 2 =
Ax0 + By0 + C

A2 + B槡 2
，故即 P 到直线 l 的距离为 d =

Ax0 + By0 + C

A2 + B槡 2
，经验证当 A = 0 或者 B = 0 时，上面

公式成立．
师: 不错，回到点线距离的定义，配凑出目标． 19

世纪的英国数学家杨格( J． Ｒ． Young) 是从方程组中解

出( x1 － x0) ，( y1 － y0) ，代入距离公式得到公式． 到了 20
世纪，有人在杨格的基础上采用设而不求的方法，将方
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程组两边平方，从而简化了运算，和本解法一样．

图 4

生: 类比斜面上物体受力

分析图，本题作如图 4 的图形，

直角△PQM 中，∠QPM 等于直

线的倾斜角或其补角．
假定 A≠0，且 B≠0，设直线

l 的倾斜角为 α，过点 P 作 PQ⊥
l，垂足为 Q，过点 P 作 x 轴的垂
线交 l 于点 M( x0，y2) ，∠QPM =α 或者∠QPM =π －α，

则 PM = y0 － y2 =
Ax0 +By0 +C

B
，d = PM ·

cos∠MPQ = PM · cosα = PM · 1
1 + tan2槡 α

=

Ax0 +By0 +C
B

· B2

A2 +B2槡 =
Ax0 +By0 +C

A2 +B槡 2
，经验证

当 A =0 或者 B =0 时，上面公式成立．
师: 这个证明与 19 世纪英国著名数学家托德亨

特( I． Todhunter) 证法一样，真是英雄所见略同．
生: 受到空间向量求点到面距离的启发，可以

用向量证明．
过点 P 作 PQ⊥ l，垂足为 Q ( x1，y1 ) ，则 Ax1 +

By1 + C = 0． PQ→ = ( x1 － x0，y1 － y0 ) ，直线 l 的法向量

是n
→
= ( A，B) ，故有PQ→ ∥n

→
，于是PQ→ ·n

→
= ± PQ→ n

→
，

所以点 P 到直线 l 的距离 d = PQ→ ·n
→

n
→ =

Ax1 + By1 － Ax0 － By0
A2 + B槡 2

=
Ax0 + By0 + C

A2 + B槡 2
．

师: 20 世纪 40 年代，向量知识逐渐出现在西方

教科书中，教科书的编者给出了这样的证法．
生: 由于点 P 到直线 l 的距离是点 P 到直线 l

上任意一点距离的最小值，故可以得出目标函数，

利用二次函数的最值求得点 P 到直线 l 的距离公

式，但推导比较复杂．
师: 想法自然，但运算复杂． 把展示的机会留给

老师啊，老师提供如下证法:

在 l: Ax + By + C = 0 上任取一点( x，y) ，将直线
方程化为 A( x － x0 ) + B ( y － y0 ) = － ( Ax0 + By0 +
C) ，点 P 到直线 l 的距离是二元函数 f ( x，y ) =

( x － x0 ) 2 + ( y － y0 )槡 2 的最小值． 由柯西不等式得

A( x － x0 ) +B( y － y0 ) ≤ A2 +B槡 2 ( x － x0 ) 2 + ( y － y0 )槡 2 ，

因此有 ( x － x0 ) 2 + ( y － y0 )槡 2≥
Ax0 + By0 + C

A2 + B槡 2
( 当

且仅当 A( y － y0 ) = B( x － x0 ) 时等号成立) ，因此

d =
Ax0 + By0 + C

A2 + B槡 2
．

20 世纪，美国数学家泰勒 ( A． E． Taylor) 在其
《微积分与解析几何》著作中提供上述证法． 抓住距

离概念的本质，巧用柯西不等式是难点．
星移物换，穿过浩渺的时空，发现古代数学家

们的证法与我们的相同，为同学们的聪明才智点赞．
2 结语
《普通高中数学课程标准》指出，定理教学的意

义不仅在于学生掌握“书本知识”，更重要的是让他

们从中体验数学家概括数学定理的心路历程，通过

典型问题的设置和学生的探索，使学生理解定理逐

步形成的过程，体会蕴含在其中的思想，追寻数学

发展的历史足迹． 然而实际教学中，教师通常为了

挤出时间多做练习，“轻松”地给出定理，学生失去

了“自主探索定理产生的背景及蕴含的思想，亲身

经历定理的发生、发展的过程”，失去了“深刻体验、
直观感知、观察发现、抽象概括、归纳类比、反思与

建构等思维历程”，失去了提升学生核心素养的大

好时机． 加之，学生学习受内容的制约，后续学习的

方法用不到定理的证明中，这就需要我们在恰当的

时间点，把定理放在更大的系统中，根据学生学习

的不断深入，对定理( 公式) 二度认识，从不同的角

度推导证明． 本节课所有的证法只要教师启发得

当，学生全身心投入探究，大家合作交流都能发现，

教师不失时机说明这是历史上那位数学家的证法，

并对学生赞扬，使学生产生成果的喜悦，增强学习

的兴趣． 这正是华东师大汪晓勤教授提出的，数学

史融入数学教学六种教育价值: 知识之谐、方法之

美、探究之乐、能力之助、德育之效、文化之魅．
美国著名数学家和数学史学家 M·克莱因认为，

历史上数学家遇到的困难和挫折，课堂上同样学生也

会遇到，因而历史对于课堂教学具有借鉴和指导作

用． 教材往往按照数学知识的逻辑体系进行编写，而

这种逻辑体系下的知识呈现与知识的历史真实发生

过程往往不一样，在这样的过程中学生很难体会到数

学家的思维历程，学生的思维完全被老师的讲解所代

替，学生的认知是低水平，思维得不到最大的优化，因

此，在教学中我们可以适当借用 HPM 案例展示数学

家如何思考问题，在遇到困难时如何选用合适的思维

方式解决问题，让学生感受到数学家的卓越智慧，学

习他们研究数学问题的思维方式方法．
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