
高中数学可视化教学：原则、途径与策略
①

———基于ＧｅｏＧｅｂｒａ平台

张志勇

（江苏省常州市第五中学　２１３００１）

　　直击当下数学依然难教、难学的痛点，可视化

无疑是一重要选项和可行策略．这自然得益于 现

代科学技术特别是计算机科学、人工智能的迅 猛

发展，为改进“一支笔一块黑板一张嘴”的教与学

现状提供极大可能；而数学所以高冷，恰在于其固

有的高度抽象概括性（难以被感官直接感知），使

得学数学的人往往不知数学如何去意会，教数 学

的人往往不知数学如何去言传．于是，挖掘技术于

数学的表征优势，建立“可见形式”与“抽象形式”
之间的直接联系，使数学的关联性变得可见并 且

可操作，可以突破“意会”与“言传”间的交流障碍，
为学生理解概念创设背景，为学生探索规律启 发

思路，为学生解决问题提供直观．
１　可视化与ＧｅｏＧｅｂｒａ

所谓 可 视 化（Ｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎ），是 指 将 抽 象 的

事物、过程转化为图形图像等形象化、可看得见的

呈现．数学可视化（Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎ），就
是将抽象的数学学习对象（概念原理、结构关 系、
思想方法等）用可看见的表征形式（图形、图象、动
画等）清楚直白的呈现出来，使人们对数学学习对

象有一个形象、直观、整体的认识和理解［１］．如，对
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可以应用等比数列求和或采用错位相减法加以证

明，但若呈现图示的“无字证明”，恰可以引发“原

来如此”的会心一笑．简而言之，可视化就是“看

见不可见”．
应用丰富多样的视觉表征 手 段（图 形、图 像、

动画等）和视觉认知辅助工具（思维导图、知识地

图１　数学公式的可视化表达

图等），以形象直观的方式呈现数学对象的本质属

性、基本特征及数学对象间的关系网络，构建新知

识与已有知识网络间的多元联系“通道”，可以保

证符合学生认知经验的教学内容经由相应的教学

活动内化为学生认知结构，帮助学习者更好 的 理

解数学、发现数学、建构数学．一图胜千文，可视化

教学的关 键 在 于 如 何 以 可 视 化 技 术 创 设 直 观 情

境，不仅需要沟通新旧知识间的内在联系，更重要

的任务在于以可视引导思维、以互动交流思维．
让数学的关联性变得可见、可操作，离不开数

学可视化技术这一“云梯”的支持．ＧｅｏＧｅｂｒａ作为

一款集几何作图、代数运算和数据处理等于 一 体

的动态数学学科软件，可以为我们带来更方 便 快

捷的数学教学：通过图形与代数（方程或坐标等）
的同步变化，使得对图形的研究更加精细和 科 学

化，实现“形”（几何Ｇｅｏｍｅｔｒｙ）与“数”（代数Ａｌｇｅ－
ｂｒａ）的完美融 合；计 算 代 数 系 统 和 指 令 输 入 可 提

供更为丰富的教学素材、更为生动的动态演 示 过
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程，如，直接在命令框里输入方程式、点 坐 标 或 其

它命令来实现图形的更改，也可进行向量复数 运

算、函数的微分积分、方程不等式求解等各种代数

运算；而代数区、工作表、运算区、３Ｄ绘图区、绘图

区、绘图区Ⅱ等多个模块区域间的关联互动，保证

其可视化应用几乎覆盖整个高中数学教学领 域．
一句话，“懂 得ＧｅｏＧｅｂｒａ，她 就 给 你 独 到 眼 光，让

你洞悉数学世界”．
２　可视化教学的实施原则

可视化教学的要义在于对抽象概念的具象化

呈现，以启迪学习者认识数学本质特性、主动构建

知识框架、激活探究思维意识，如何开展可视化教

学，离不开一些基本原则的遵循．
２．１　信息组块原则：避免冗余效应

可视化教学依托视觉表征优势，借助于图像、
影像和动画等视觉符号对数学对象进行有意义封

装，相比文字符号等更具体、更直观、更 富 有 表 现

力，可以在有限时间内获取尽可能多的数学信 息

（这也是“读图时代”产生的真实背景），当然过于

繁杂的图象恰会引发视觉疲劳．如何降低认知 负

荷，一方面要注重可视化效果，如曲线 的 动 与 静、
色彩的宁静与和谐、构图元素的疏密相间和错 落

有致等；更为重要的恰是对可视化内容进行“信息

组块”设计，要结合具体内容的分析，将多元表征

方式进行合理的调配组合［３］．
如在探究导 数 几 何 意 义 的 过 程 中（图２），几

何操作区域的图象呈现，表格数据区域的代数 值

显示，形成两个相互关联的“信息块”，有助于学习

者实现从代数到几何的过渡、从动态到静态的 转

译，不仅可以认识“切线的存在性”，更可形成“局

部以直代曲”的数学观念．
２．２　多元联系原则：促进深度学习

由于数学学习内容的复杂 性，单 一 表 征 往 往

难以充分揭示数学本质，于是对问题不能做出 适

宜的表征、不能在多种表征之间进行转换，便是造

成学生数学学习困难的一个重要原因．综合图形、
符号、语言、情境等多种形式的表征，有 利 于 学 生

加深对数学知识的理解、构建良好的知识结构、形
成最优化的解题策略；当然表征系统间的转换 与

转译并不容易发生，要想发挥多元表征的优势，需
要建立各种表征间的有意义联系，使得外在的 数

学符号系统内化为内在数学符号系统．

图２　导数的几何意义探究

如在对祖暅 原 理 进 行 可 视 化 呈 现 时（图３），

３Ｄ绘图区的立体图形可帮助学生整体把握，平面

视图中的数值刻画恰可让我们的观察细致 入 微，
两者间的联系互动可有效推进“幂势相同，则积不

容异”深度学习．

图３　祖暅原理的可视化演示

２．３　动态探究原则：推动思维深化

复杂的数形关系和多变的几何位置关系是数

学学习的一大难点，因此需要构建动态联系 的 视

觉化情境，让 学 生 在 动 态 演 示 中 找 寻 规 律．事 实

上，动态联系的表征，精细描绘了表征的信息元素

与整体的关系，使信息元素的交互及其结构 关 系

凸显，在引发学生选择性注意的同时，促进表征系

统的相互转换与转译，实现思维的跳跃性和 缜 密

性的完美结合．动态探究原则要求建立形与 数 的

动态联系，在数学问题的直观模型的构建中 探 索

问题解决的思路和方案，从数量与数量关系、图形

与图形关 系 中 抽 象 出 数 学 概 念 及 概 念 之 间 的 关
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系，从事物的具体背景中抽象出一般规律和结构，
核心素养正是在问题情境中借助问题解决的实践

培育起来的．
３　可视化教学的实施途径

数学学习离不开概念生成、命 题 发 现 和 问 题

解决，而可视化教学通过这三个途径的实施恰 能

体现信息组块、多元联系、动态探究原则的应用．
３．１　概念生成中的可视化

概念是数学思维方式建构 或 转 变 的 基 石，核

心概念更是数学教学的重大关切．数学概念往 往

有多种表征方式，不同的表征将导致不同的思 维

方式，概念多元表征可以促进学生的多角度理解，
在不同的表征系统中建立概念的不同表征形 式，
并在不同表征系统之间进行转换训练，可以强 化

学生对概念联系性的认识，建立概念不同表征 间

的广泛联系，并学会选择、使用与转化各种数学表

征，这 是 有 效 使 用 概 念 解 决 复 杂、综 合 问 题 的

前提．
如高中阶段的任意角的三 角 函 数，一 方 面 要

突破初中概念中已有的锐角三角函数的认知障碍

（思维定势），同时还要构建与角的终边上任意一

点的联系；于是创设图４所示的可视化实验情境，
从任意角与锐角三角函数的冲突入手，在角的 动

态变化中形成以点的坐标来定义三角函数的基本

思路，并通过坐标度量结果来考察验证定义的 合

理性和可行性，继而改变点在终边上的相对位 置

以求达成“用 点 来 定 义 却 与 点 的 位 置 无 关”的 认

同，而三角函数线的表征刻画恰可“晓之以理”．

图４　三角函数的概念生成

从上例可以发现，数学概念 的 掌 握 要 经 过 一

个由生动的直观到抽象的思维，再从抽象的思 维

到实际的应用的过程，甚至要有几个反复才 能 实

现．借助概念的直观背景，对抽象概念进行可视化

表征，用丰富的样例使概念获得“原型”支持，形成

概念的“模式直观”，经历概念形成的“原始”过程，
因概念的充分加工而保证理解的深刻．
３．２　命题发现中的可视化

数学命题是表示数学对象性质或关系的判断

语句，其独特的“条件—结论”式语言结构，是一种

逻辑刻画数学对象的形式或方法，将命题置 于 数

学发生发展的背景下，有助于学生知晓数学 的 来

龙去脉、数学思想的变迁原委．命题的学习过程就

是命题的逻辑意义向个体心理意义转化的 过 程，
以符号表征学习和概念学习为前提；于是需要“析

理以辞，解体用图”，要对命题进行言语和意 象 双

重编码，要尽可能编织成网络状，形成一定的结构

图式，树立整体结构观，从而有利于知识的有序检

索和综 合 融 会 贯 通，这 正 是 命 题 关 联 性 特 征 的

体现．
如，笔者从２０１６年 四 川 卷２０题 的 解 法 分 析

入手，借助ＧｅｏＧｅｂｒａ揭示其清晰的几何直观、动

态的变换方式和深刻的数学背景，并以仿射 变 换

的方式，实现圆的几何性质在圆锥曲线中的 自 然

引申推广，在试题源与流的探寻中构建了一 个 命

题网络，在这个命题网络中，既有横向的类比推理

（从圆 的 切 割 线 定 理 探 索 圆 锥 曲 线 中 的 定 值 规

律），也有纵向的归纳思考（从椭圆切割线定理、相
交弦定理探索定值背后蕴涵的幂定理，整合 得 到

圆锥曲线幂定理）；既有从试题解读到圆中定理的

联想，也有定向制约条件的猜测修正；既有强抽象

（从幂定理 到 切 割 线 定 理），也 有 弱 抽 象（将 椭 圆

幂、抛物 线 幂 中 的 定 向 参 照 弱 化 得 到 圆 锥 曲 线

幂）．这种高难度的数学探寻，离开可视化技 术 的

支持显然是很难想象的，所谓“有图有真相”，技术

在帮助我们“插上想象的翅膀”的同时，也在刻画

数学发生、发展的完整过程中，促成学生完整的认

知图式的形成．
３．３　问题解决中的可视化

问题解决（解题教学）是数学课堂教学的重要

环节，一方面学生对数学概念的理解和掌握 往 往

通过解题来表达和完善，另一方面数学问题 也 是

展现数学方法和能力、锤炼数学思维的重要载体，
而解题策略的获取、解题观点的提升、思维层次的
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图５　仿射变换推广圆幂定理

优化更让解题教学的价值得以彰显﹒当然帮助学

生掌握问题的数形特征，探索已知条件和要解 决

的问题之间的内在逻辑联系和因果关系，找寻 解

题途径、发现解题方向，形成合乎逻辑、层次分明、
严谨规范的表述等，都离不开可视化策略的支持．

如，面对问题“在△ＡＢＣ中，已知ＡＢ＝８，ＡＣ
＝６，点Ｏ为三角形的外心，求 →ＢＣ· →ＯＡ．”，可以构

建图６所示的问题情境．在可视化技术的支持下，
拖动点Ｂ改变三角形形状，借助于数值表征的方

式发现数量积不变的特性，从而由一般退化为 特

殊（三角 形 为 直 角 三 角 形 时，圆 心Ｏ 点 落 在ＢＣ
上）求得相应结果；而从特殊到一般的逆向思 考，
让我们锁定不变性质（→ＢＣ⊥ →ＯＭ，Ｍ 为ＢＣ 中点），
对比目标 →ＢＣ· →ＯＡ和 关 键 性 质 →ＢＣ⊥ →ＯＭ，形 成 向

量分解（→ＯＡ＝ →ＯＭ＋ →ＭＡ）的 解 题 方 向．回 顾 问 题

解决过程，→ＢＣ⊥ →ＯＭ这一本质 特 性 的“水 落 石 出”
离不开可视性支架的引导，而特殊与一般的双 向

思考和转换更需要实验数据来把关，在此过程 中

都有着可视化的身影．

图６　向量数量积的求解

４　可视化教学的实施策略

构建“所见即所得”的学习情境，形成数学“可

见形式”与“抽象形式”之间的直接联系通道，无疑

可以为改善数学的教与学提供极大可能；但 我 们

也应注意到，可视化只是手段和工具，重要的是从

促进学生对数学本质的认识和数学思想方法的感

悟角度去实施可视化．
４．１　控制认知负荷，实现减负增效

有限容量 的 工 作 记 忆 系 统 是 认 知 加 工 的 瓶

颈，可视化教学中所传递的视觉表征信息容 易 出

现“超载”．于是，我们一方面需要优化数学内容的

信息结构，将复杂任务的信息元素进行有效分解、
重新编码，整合成组块或丰富的信息单元，即降低

外在和内在负荷；同时要促进学生对可视化 素 材

的数学加工，经历图式建构过程促进图式的 自 动

化，从而增加有效负荷；因为长时记忆系统能够贮

存无限的图式，而图式既可便于工作记忆提取、帮
助工作记忆加工新信息，又可直接驱动行为．通过

“减负增效”（降低外在负荷、内在负荷和增加有效

负荷）的方式，可产生好的可视化学习结果．
４．２　关注知识境脉，提升教师ＴＰＡＣＫ

真正影响教学效益的，并非可视化技术本身，
而 是 可 视 化 环 境 下 数 学 教 师 的 教 学 知 识

（ＴＰＡＣＫ），是可视化技术、数学内容、教学方法三

者的融合．于是我们需要对技术融入教学的 境 脉

（Ｃｏｎｔｅｘｔ）及复杂性保持敏感，充分考虑具体内容

的教学及课堂情境，始终围绕可视化技术与 学 科

教学知识的复杂互动来设计开放式的、灵活 的 任

务，通过丰富多样、层层递进的活动设计帮助学生

积累足够的原初经验；同时要树立“教与学对应”
和“教与数学对应”的观念，从促进学生的学、促进

学生对数学本质的认识和数学思想方法的感悟出

发去实施可视化教学，以培养学生思维的广 度 和

深度，这方面可以考虑的方向包括：以可视引导思

维、启迪学习者认识数学对象的本质特性，以互动

交流思维、引导学生主动构建知识结构等．
４．３　重视可视局限，推动适度平衡

经过可视化加工的数学 内 容 生 动 形 象、浅 显

易懂，自然可以促进学生的数学理解，但过度的可

视化却会扼杀学生的想象，阻碍学生的思维 层 次

从直观走向抽象，因为学生对图形、图象的依赖心

理容易形成思维的惰性和单线性．因此，可视化教

学中，既要有可视化也要有数学化，既要有观察猜

想也要有演绎证明，如图５中，当学生借助可视化

（下转第２８页）
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量极低的问题牵引的操作，被认为是探究的误区．
其次，以课本内容为基础，在学生最近发展区

内适度扩展学习的边界，创设校本课程，不仅巩固

了课本内容，也拓宽了学生的视野，提升了学习能

力．上述的四边形全等条件的探索就是三角形全

等条件的探索方法的迁移，学生探究的过程及 结

果证明了我们的研究假设：学生可以完成四边 形

全等条件的 探 索．在 这 个 过 程 中，学 生 不 仅 加 深

了对三角形全等条件的整体理解，同时提升了 学

生探究的能 力．需 要 澄 清 的 是，课 程 标 准 和 考 试

大纲是针对国 家 课 程 的，地 方 课 程 和 校本课程在

学生学有余力及最近发展区内，是可以适度突破的．
第三，为教学整体设计带来了更多的可能，为

学生系统思考提供了抓手．前述的“三角形全等

条件的探索”就是教材整体设计的示范，这样的学

习不仅可以使学生系统掌握相关的知识技能，而

且可以让学生亲身体验一下数学创造与发现的过

程，以提高学生发现问题、提出问题、分析问题、解
决问题的能力及创新意识，这对于深化教育改革，

全面落实核心素养培养目标，将具有重要的促 进

作用和十分 重 要 的 现 实 意 义．需 要 指 出 的 是，并

列结构的学习内容，“线性”、“并联”方式设计各有

利弊，但从思维水平和学习能力的相应提升，以及

建立良好的认知结构而言，后者利大于前者．
３　建议

国务院２０１７年１月颁布了《国家教育事业发

展“十三五”规划》，明确提出将大力在全国推进信

息技术与教 育 教 学 深 度 融 合．作 为 数 学 学 科，欲

形成“课堂用、经常用、普遍用”的信息化教学新常

态，需要 强 化 信 息 技 术 与 数 学 教 学 融 合 的 四 个

意识：

第一，工具意识．信息技术是教师教的工具，

也是学生学的工具；是呈现、获取数学知识的便捷

手段，也是探究、解决问题的有力工具．
第二，学 习 意 识．信 息 技 术 频 繁 迭 代，共 享、

便捷、功能强大是方向，但作为教学手段也需要学

习研磨和与时俱进．选择易得、易学，突出数学本

质的动态数学软件作为日常教与学的手段，是 有

效且持久开展信息技术与数学教学融合的基础．
第三，课程意 识．信 息 技 术 不 仅 带 来 的 是 教

与学方式的改变，而且也带来了学习内容的改变，

固守显见的考试内容而不顾学生核心素养培养的

教学观是不 可 取 的．在 技 术 极 速 变 化 的 时 代，作

为教师应该借助信息技术，适度延拓已有的 教 学

内容，开发校本课程．
第四，发展意 识．信 息 技 术 除 了 可 以 让 学 习

知识技能变得更直观简单，而且可以提供数 学 实

验的平台，促 进 学 生 探 究 意 识 和 能 力 的 提 升．因

此，基于信息技术的探究学习，更需要教师从学生

发展的角度，不仅是牵引学生爬上教师精心 设 计

的脚手架操作，还需要从创设发现、提出问题的时

机，以及体验分析问题的角度，经历解决问题的全

过程．
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情境得出规律后，需要有严格的数学证明跟进，我
们需要在直观和抽象间、可视化的认知情境与 纸

笔运算、逻辑推理间建立一种适度的平衡，可视化

教学提倡“返璞”但更要“归真”．
开展可视化教学，让学生有 机 会 经 历 从 具 体

到抽象的过 程，可 以 既“看 到”背 后 的“数 据”、更

“看透”其中的数学“内容”，而数学的眼光、数学的

语言、数学的思维恰可蕴涵其中；可视 化 教 学，不

仅仅是技术和数学内容的整合，更是数学内容 表

达传递方式的变革；不仅是解决问题，更是让学生

将更多的精力集中在高层次的数学思考和问题解

决上．
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