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１　引言
随着 ＨＰＭ 视角下的数学教学实践的不断开

展和教学案例的不断开发，越来越多的数学教师
开始关注 ＨＰＭ，并希望通过 ＨＰＭ来改善自己的
课堂教学 ．要在课堂中运用数学史，教师需要处
理数学（Ｍ）、历史（Ｈ）和教育（Ｐ）两两之间的关
系，然而，这并非易事 ．教师所遇到的障碍主
要有：

!历史资源匮乏 ．对于没有受过数学史专业
训练的大多数教师而言，史料的获取并非易事，史
料的真伪也无法判断 ．俗话说得好：“巧妇难为无
米之炊”，一个教师即使很认同 ＨＰＭ 的教学理
念，如果没有合适的素材，ＨＰＭ 视角下的数学教
学就是一句空话 ．所以，笔者在一些论著中多次
强调教育取向的历史研究的重要性［１］［２］．

!运用方式单一 ．课堂上运用数学史的方式
有附加式、复制式、顺应式和重构式四种，而有些
教师往往误以为讲一个数学家的故事或者用一道
古代数学问题，就是 ＨＰＭ的全部了 ．实际上，讲
故事属于附加式，运用古代数学问题属于复制式．
如果教师仅仅是讲了点故事，他的课还不能称为
“ＨＰＭ的视角”；而“原汁原味”的数学史材料往
往并不适合于课堂教学，需要教师对其进行裁剪、
加工、改编、拓展，即采用顺应式．

另一方面，根据数学史料编制而成的高考题，
引发了人们对“基于数学史的问题提出”这一课题
的浓厚兴趣 ．笔者在文［３］中将“基于数学史的问
题提出”策略分成了复制式、情境式、条件式、目标
式、对称式、链接式和自由式七类，并对每一类方
式作了界定 ．除了复制式外，其他六类策略都属

于顺应式 ．可以说，根据数学史料编制数学问题，
是一线教师学习和掌握顺应式的主要途径．

鉴于此，本文从古希腊数学家解决三等分角
和倍立方问题的若干方法出发，运用“基于数学史
料的问题提出”的策略，编制一系列数学问题，以
期为 ＨＰＭ视角下的高中数学教学以及教育取向
的数学史研究提供参考．
２　从梅内克缪斯螺线中产生的问题

众所周知，化圆为方、三等分角和倍立方是古
希腊三大几何难题 ．尽管尺规作图的尝试都以失
败而告终，但古希腊数学家找到了其他各种各样
的方法，深刻地影响了几何学的发展 ．公元前５
世纪，希波克拉底（Ｈｉｐｐｏｒａｔｅｓ，４７１Ｂ．Ｃ．？－４１０
Ｂ．Ｃ．？）将倍立方问题（作一个立方体使其体积等
于已知立方体的两倍）归结为求两条已知线段的
比例中项问题：已知长为ａ 的线段，要求长为ｘ
和ｙ的线段，使得

ａ∶ｘ＝ｘ∶ｙ＝ｙ∶２ａ，
这个转化为后来的数学家指明了方向 ．为了解决
两个比例中项问题，公元前４世纪，柏拉图学派数
学家梅内克缪斯（Ｍｅｎａｅｃｈｍｕｓ，３８０Ｂ．Ｃ．－３２０
Ｂ．Ｃ．）发现了三种圆锥曲线，从而开辟了数学的
新天地，具有划时代的意义．

梅内克缪斯的第一种方法利用了抛物线和双
曲线的交点［４］．为了便于阅读，我们采用今日数
学语言来描述梅氏的方法 ．如图１，已知ＯＡ＝
２ＯＢ＝２ａ，作以Ｏ 为顶点，ＯＭ 为对称轴、ＯＢ 为
通径的抛物线ｘ２＝ａｙ和以点Ｏ 为心、ＯＭ 和ＯＮ
为渐近线的双曲线ｘｙ＝２ａ２，其交点确定了ＯＡ

和ＯＢ 之间的两个比例中项ＯＭ＝
３
槡２　ａ和ＯＮ＝
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３
槡４　ａ．

图１　利用抛物线和双曲线交点来解倍立方问题

图２　利用两条抛物线交点来解倍立方问题

梅内克缪斯的第二种方法利用了两条抛物线
的交点 ．如图２，ＯＡ＝２ＯＢ＝２ａ，分别作以Ｏ 为
顶点、ＯＡ 和ＯＢ 为通径、ＯＮ 和ＯＭ 为对称轴的
两条抛物线ｙ２＝２ａｘ和ｘ２＝ａｙ，则它们的交点确

定了ＯＡ 和ＯＢ 之间的两个比例中项ＯＭ＝
３
槡４　ａ

和ＯＮ＝
３
槡２　ａ．

以上述史料为素材，我们可以设计以下问
题串．

如图３所示，Ｐ 为抛物线ｘ２＝ｙ 和ｙ２＝２ｘ
的异于原点的交点 ．过Ｐ 分别作ｘ 轴和ｙ 轴的
垂线，垂足分别为Ａ１ 和Ａ２．联结Ａ１Ａ２，过Ａ１
和Ａ２ 作Ａ１Ａ２ 的垂线，分别交ｙ 轴和ｘ 轴于点

Ａ０ 和Ａ３．过Ａ３ 作Ａ２Ａ３ 的垂线，交ｙ 轴于点

Ａ４，过Ａ４ 作Ａ３Ａ４ 的垂线，交ｘ 轴于点Ａ５，等
等，我们将所得到的折线Ａ０Ａ１Ａ２Ａ３…称为“梅
内克缪斯螺线”．

图３　梅内克缪斯螺线问题

　　问题１：证明 ＯＡ１（ ）３＝２　ＯＡ０（ ）３；

问题２：证明ＯＡ０，ＯＡ１，ＯＡ３，…，ＯＡｎ，…构
成等比数列；

问题３：将折线 Ａ２　ｎ "２Ａ２　ｎ "１Ａ２　ｎＡ２　ｎ＋１Ａ２　ｎ＋２
称为梅内克缪斯螺线的第ｎ圈，记第ｎ圈的长度
为Ｃｎ，求数列 Ｃｎ｛ ｝的前ｎ项之和；

问题４：记第ｎ圈与ｙ 轴所围成的封闭图形
的面积为Ｓｎ，试证明数列 Ｓｎ｛ ｝为等比数列，并写
出其通项；

问题５：如图４所示，过Ａ５ 和Ａ９、分别作ｘ
轴的垂线，交抛物线ｙ２＝２ｘ于点Ｑ 和Ｒ，分别过

Ｑ 和Ｒ 作ｙ 轴的垂线，垂足为Ｄ 和Ｅ，试比较

Ｓ矩形ＰＡ５

Ｓ矩形ＰＤ
和
Ｓ矩形ＱＡ９

Ｓ矩形ＱＥ
的大小关系．

实际上，要解决前四个问题，首先需要根据已

知条件求得ＯＡｎ－１＝ ３
槡２（ ）ｎ－１　ｎ∈Ｎ＊（ ），

令ｑ＝
３
槡２，则有

Ｃｎ＝ｑ４ｎ－４　１＋ｑ（ ）１＋ｑ２（ ）１＋ｑ槡 ２　ｎ∈Ｎ＊（ ），

Ｓｎ＝
１
２ｑ

８ｎ－７　１＋ｑ２（ ）１＋ｑ４（ ）ｎ∈Ｎ＊（ ）．

图４　基于倍立方问题的抛物线问题
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此外，当抛物线上的点（均在第一象限）的纵
坐标构成公比为ｒ的等比数列时，抛物线内部长
方形和相应的外部长方形的面积之比为１＋ｒ．事
实上，若 ｘｉ，ｙｉ（ ）（ｙｉ＞０ｉ＝１，２，３（ ）是抛物线ｙ２

＝２ｐｘ上的三点，其中ｙ１，ｙ２，ｙ３ 构成等比数列，
则有

ｘ２－ｘ１（ ）ｙ１
ｙ２－ｙ１（ ）ｘ１

＝

１
２ｐ ｙ

２
２－ｙ２１（ ）ｙ１

１
２ｐ ｙ２

－ｙ１（ ）ｙ２１
＝
ｙ２＋ｙ１
ｙ１

＝１＋ｒ，

ｘ３－ｘ２（ ）ｙ２
ｙ３－ｙ２（ ）ｘ２

＝

１
２ｐ ｙ

２
３－ｙ２２（ ）ｙ２

１
２ｐ ｙ３

－ｙ２（ ）ｙ２２
＝
ｙ３＋ｙ２
ｙ２

＝１＋ｒ．

少数美英早期解析几何教科书就是运用上述结果
来推求抛物线弓形面积的．

上述问题中，问题１是梅内克缪斯所得到的
结果，故属于复制式 ．问题２－５在历史素材的基
础上，增加了条件，设置了新目标，故均属于自由
式问题．
３　从埃拉托色尼滑动框中产生的数列问题

古希腊数学家埃拉托色尼发明了一种机械工
具来解决倍立方问题［４］．如图５，ＡＵ 和ＢＶ 是两
条平行线，与垂线段ＡＢ 构成了一个固定的长框．
直角三角形ＡＭＥ、ＭＮＦ 和ＮＰＧ 的直角边ＡＭ、

ＭＮ 和ＮＰ 可以沿着ＡＵ 上的凹槽滑动，相应地，
它们的顶点Ｅ、Ｆ 和Ｇ 可以沿ＢＶ 上的凹槽滑
动 ．现设Ｒ 是ＰＧ 的中点，保持△ＡＭＥ 不动，分
别向左滑动△ＮＰＧ 和△ＭＮＦ，到△Ｎ′ＰＧ 和

△Ｍ′ＮＦ 的位置，使得 Ｎ′Ｇ 与ＮＦ 的交点Ｓ、

Ｍ′Ｆ 与ＭＥ 的交点Ｔ 与点Ａ、Ｒ 共线 ．于是

图５　埃拉托色尼的倍立方机械解法

ＡＢ∶ＴＥ＝ＡＤ∶ＴＤ＝ＥＤ∶ＦＤ
＝ＴＥ∶ＳＦ＝ＴＤ∶ＳＤ＝ＦＤ∶ＧＤ＝ＳＦ∶ＲＧ，
因此，ＴＥ 和ＳＦ 是ＡＢ 和ＲＧ 之间的两个比例中
项，换言之，ＡＢ、ＴＥ、ＳＦ、ＲＧ 构成等比数列，因

ＡＢ＝２ＲＧ，故ＳＦ３＝２ＲＧ３．
由上可见，利用埃拉托色尼的机械工具，可以

构造一系列线段，使其长度构成一个等比数列 ．
据此，我们可以编制一系列有关等比数列的问题．
图６所示为一埃拉托色尼长框，ＡＣ１Ｂ１ 为一直角
三角形，ＡＢ ＝ａ，ＡＣ１＝１．过点Ａ 作一条直线，
交ＢＶ 于Ｔ，交Ｂ１Ｃ１ 于 Ａ１；沿 ＡＵ 向右滑动

Ｒｔ△ＡＣ１Ｂ１，使斜边经过点Ａ１，Ｂ１Ｃ１ 相应移到

Ｂ２Ｃ２，Ｂ２Ｃ２ 与ＡＴ 交于Ａ２；以同样的方式向右
滑动直角三角形，依次得到交点Ａ３，Ａ４，…，Ａｎ．

问题１：证 明 ＡＢ，Ａ１Ｂ１，Ａ２Ｂ２， …，

Ａｎ－１Ｂｎ－１ 构成等比数列．
问题２：设∠ＡＴＢ＝θ，用θ 表示上述数列的

公比．
问题３：写出数 列 ＢＢ１，Ｂ１Ｂ２，Ｂ２Ｂ３，…，

Ｂｎ "１Ｂｎ 的通项公式．
问题４：用几何方法求出ＢＢｎ，你能据此推导

出等比数列的前ｎ项和公式吗？

图６　基于埃拉托色尼活动框的等比数列列问题

问题５：求 ｌｉｍ
ｎ→∞

［ＡＢ ＋ Ａ１Ｂ１ ＋ … ＋

Ａｎ－１Ｂｎ－１］．
实 际 上，设 数 列 ＡＢ，Ａ１Ｂ１，Ａ２Ｂ２，…，

Ａｎ－１Ｂｎ－１ 的公比为ｑ（０＜ｑ＜１），则数列ＢＢ１，

Ｂ１Ｂ２，Ｂ２Ｂ３，…，Ｂｎ－１Ｂｎ 是首项为１，公比为ｑ
的等比数列，因

ＡＣｎ∶ＡｎＣｎ＝ＡＣ１∶Ａ１Ｃ１，
故得

ＢＢｎ ＝ＡＣｎ＝
ＡｎＣｎ×ＡＣ１
Ａ１Ｃ１

＝
ＢｎＣｎ－ＡｎＢｎ
Ｂ１Ｃ１－Ａ１Ｂ１

＝
ａ－ａｑｎ

ａ－ａｑ
＝
１－ｑｎ

１－ｑ
，

即
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１＋ｑ＋ｑ２＋…＋ｑｎ－１＝
１－ｑｎ

１－ｑ
，

由此可得一般等比数列前ｎ项和公式

ａ＋ａｑ＋ａｑ２＋…＋ａｑｎ－１＝
ａ１－ｑｎ（ ）
１－ｑ

．

又因△ＡＢＴ∽△ＡＣ１Ａ１，故得

ＢＴ＝
ＡＣ１×ＡＢ
Ａ１Ｃ１

＝
ａ

ａ－ａｑ
＝
１
１－ｑ

，

此即

１＋ｑ＋ｑ２＋…＋ｑｎ－１＋…＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１－ｑｎ

１－ｑ
＝
１
１－ｑ

．

上述问题将埃拉托色尼的三个直角三角形改
为一个，将两个直角三角形的滑动改为一个直角
三角形的任意多次滑动，将两个比例中项的构造
改为含任意多项等比数列的构造，既改变了条件，
也改变了目标，故均属于自由式问题．
４　斜向问题中的三角学内涵

公元３世纪末４世纪初，古希腊数学家帕普
斯（Ｐａｐｐｕｓ）将三等分角问题转化成所谓的“斜向
问题”［４］：如图７所示，#ＡＯＢ 是待三等分的锐
角，在ＯＢ 上取点Ｂ，过Ｂ 作ＯＢ 的垂线，交ＯＡ
于点Ａ，设ＯＡ ＝１．作矩形ＣＯＢＡ，在ＣＡ 的延
长线与ＡＢ 之间插入长度为２（即ＯＡ 的两倍）的
线段ＤＥ，点Ｄ 在ＣＡ 延长线上，点Ｅ 在ＡＢ 上，
并且ＤＥ 的延长线经过#ＡＯＢ 的顶点Ｏ．易证：

ＯＤ 是#ＡＯＢ 的三等分线 ．事实上，取ＤＥ 的中
点Ｆ，联结ＡＦ，则ＯＡ ＝ ＡＦ ＝ＦＤ，故#ＡＯＦ
＝ #ＡＦＯ ＝２#Ｄ ＝２#ＥＯＢ．

图７　帕普斯的斜向问题

我们可以从“斜向问题”中挖掘出丰富的三角
学内涵，并编制一系列问题 ．设#ＥＯＢ ＝α，则
#ＡＯＢ ＝３α，#ＡＯＥ ＝２α．作ＡＧ 上ＥＤ，垂足
为Ｇ．

问题１：用α 的三角函数来表示ＡＥ、ＡＤ、

ＡＧ、ＥＧ 和ＧＤ．在锐角情形中，你能得到哪些三
角公式？

在Ｒｔ△ＡＥＤ 中，ＡＥ＝２ｓｉｎα，ＡＤ＝２ｃｏｓα，

ＡＧ＝２ｓｉｎαｃｏｓα，ＥＧ＝２ｓｉｎ２α，ＧＤ＝２ｃｏｓ２α．但
在Ｒｔ△ＡＯＧ 中，ＡＧ＝ｓｉｎ２α；Ｒｔ△ＡＧＦ 中，ＧＦ＝
ｃｏｓ２α＝ＥＦ－ＥＧ＝ＧＤ－ＦＤ，故得二倍角公式

ｓｉｎ２α＝２ｓｉｎαｃｏｓα，

ｃｏｓ２α＝１－２ｓｉｎ２α，

ｃｏｓ２α＝２ｃｏｓ２α－１．
问题２：用２α的三角函数来表示ＯＥ 和ＯＤ．

在锐角情形中，你能得到哪些三角公式？
在△ＡＯＤ 中，ＯＤ＝ＯＦ＋ＦＤ＝２ｃｏｓ２α＋１，

ＯＥ＝ＯＦ－ＥＦ＝２ｃｏｓ２α－１．在 Ｒｔ△ＤＣＯ 和

Ｒｔ△ＯＢＥ 中，ＯＣ＝ｓｉｎ３α，ＯＢ＝ｃｏｓ３α，故得

ｓｉｎ３α＝ ２ｃｏｓ２α＋１（ ）ｓｉｎα，

ｃｏｓ３α＝ ２ｃｏｓ２α－１（ ）ｃｏｓα．
问题３：如图８所示，在ＤＥ 上取点Ｈ，使得

ＯＨ＝ＯＡ＝１，易知ＥＧ ＝ＧＨ，ＯＥ ＝ＨＦ．证明

ＤＨ＝ＯＦ，并据此写出一个相应的三角公式．
因ＤＨ＝ＤＧ－ＧＨ＝ＤＧ－ＧＥ，故有

２ｃｏｓ２α－２ｓｉｎ２α＝２ｃｏｓ２α．

图８　斜向问题的进一步拓展

问题４：如图８所示，过Ｄ 作ＯＢ 延长线的垂
线，垂足为Ｓ．过Ｈ、Ｇ、Ｅ 作ＤＳ 的垂线，垂足分
别为Ｐ、Ｑ 和Ｒ．又过Ｈ 和Ｆ 作ＢＳ的垂线，垂足
分别为Ｍ 和Ｔ，ＨＭ 与ＥＲ 交于点Ｎ．根据ＡＢ、

ＡＥ 和ＨＭ 之间的关系以及ＨＰ、ＧＱ 和ＥＲ 之间
的关系，分别写一个三角公式．

事实上，由 ＡＢ＝ＡＥ＋ＥＢ＝ＡＥ＋ＭＮ
＝ＡＥ＋ＨＭ－ＨＮ 可得
ｓｉｎ３α＝２ｓｉｎα＋ｓｉｎα－ ４ｓｉｎ２α（ ）ｓｉｎα＝３ｓｉｎα－４ｓｉｎ３α．
又由ＨＰ＋ＥＲ＝ＯＴ＋ＥＲ＝ＯＢ＋ＢＴ＋ＥＲ＝
２ＧＲ 可得

ｃｏｓ３α＋ｃｏｓα＋２ｃｏｓα＝２　２ｃｏｓ２α（ ）ｃｏｓα，
即

ｃｏｓ３α＝４ｃｏｓ３α－３ｃｏｓα．
问题５：类比“斜向问题”，设计一个五等分角

的方案．
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如图９所示，以ＯＡ 为第一个等腰三角形的
腰，依次构造四个等腰三角形，使得第一个和第三
个三角形的底边所在直线与ＣＡ 的延长线交于第
四个三角形的一个顶点 ．类似于三等分角的情
形，可以得出若干三角公式．

问题１－４以帕普斯的“斜向问题”为出发点，
提出全新的目标，且对条件进行特殊化处理，将

ＯＡ 设为单位线段，故属于自由式问题，而问题５
是一道开放题，也属于自由式．

图９　一种五等分角的方案

５　基于三等分角的双曲线问题
公元３世纪末４世纪初，古希腊数学家帕普

斯（Ｐａｐｐｕｓ）利用双曲线解决了三等分角问题［４］．
如图１０，设圆心角ＡＣＢ 是待三等分的角 ．将弦

ＡＢ 三等分，Ｅ 为分点之一，ＡＥ ＝２ＥＢ．以ＡＥ

为实轴，槡３　ＡＥ 为虚轴作双曲线，交圆弧于点Ｄ，
则∠ＡＣＤ＝２∠ＤＣＢ，即ＣＤ 为 #ＡＣＢ 的三等
分线．

上述方法可以改编成一系列解析几何问题．

已知双曲线ｘ２－ｙ
２

３＝１
左、右顶点为Ａ 和Ｅ，右

焦点为Ｂ，Ｃ为双曲线右准线上一点．
问题１：证明ＣＡ＝ＣＢ．
问题２：以Ｃ为圆心、ＣＢ 为半径的圆交双曲

线右半支于Ｄ，试证明∠ＡＣＤ＝２∠ＤＣＢ．
问题３：当圆Ｃ 的面积最小时，求点Ｃ 的坐

标以及直线ＣＤ 的方程．
问题４：当ＣＤ 经过点Ａ 时，求点Ｃ的坐标以

及ＣＤ 的方程．
问题５：已知点Ｃ 不在ｘ 轴上，若扇形ＣＡＢ

的面积为９π
８
，求ＢＨ
ＣＨ

的值．

问题６：是否存在一点Ｃ，使得ＣＤ 与双曲线
的一条渐近线垂直？若存在，求出点Ｃ 的坐标；
若不存在，说明理由．

问题 ７：已 知 △ＤＡＢ 的 底 边 ＡＢ ＝ ３，

∠ＤＢＡ＝２∠ＤＡＢ，求顶点Ａ 的轨迹．

图１０　帕普斯的三等分角方法

　　问题１涉及的知识点是双曲线的顶点、焦点
和准线方程 ．问题２涉及的知识点是双曲线的第
二定义、垂径定理等 ．问题３－６涉及直线方程、
直线与圆的交点、直线与双曲线的交点、扇形面积
公式、双曲线第二定义、直角三角形边角关系等．

可以证明，当ＡＣ⊥ＢＣ 时，即ＡＤＢ
︵ 为四分之一

圆弧时，直线ＣＤ 的倾斜角为７５°；当点Ｃ 位于ｘ
轴上时，ＣＤ 的倾斜角为６０°；当ＣＤ 经过左顶点

Ａ 时，它的倾斜角为４５°．最后一个问题涉及勾股
定理、倍角正切公式等．

帕普斯在解三等分角时，所用的双曲线只要

满足实轴是虚轴的槡３倍，或离心率为２，我们将该
条件特殊化，因此，问题２为条件式问题，问题１、

３－６的目标均为新设，故均为自由式问题 ．问题

７虽将帕普斯的条件和结论进行互换，但对ＡＢ
所满足的条件作了特殊化处理，因而仍属自由式
问题．
６　结语

以上我们看到，根据古希腊数学家解决“三等
分角问题”和“倍立方问题”的方法所编制的一系
列数学问题大多属于自由式问题 ．翻开历史的画
卷，与今日数学课程中特定内容相关的文献浩如
烟海；但我们应该清醒地认识到，每一则历史材料
都有其特定的背景和目标，它们很少能天然地服
务于今日的课堂教学，这就是为什么我们需要频
繁运用自由式的原因．

另一方面，当我们以教学为目的去看数学史
文献、并通过顺应式将其转化为教学素材时，一个
逝去时代所留下的原本冷冰冰的 （下转第１７页）
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图２０
　

图２１

（２）分析证明：用演绎推理的方式证明“三角
形的内角和等于１８０°”．

通过度量、计算，学生大致可以知道三角形三
个内角的和是一个定值１８０°，但因为有测量误差，
所得结论只能是一个猜想，学生就会主动寻找验
证猜想的方法．验证猜想是科学精神、思想以及方
法不可或缺的关键环节，但操作验证是依靠观察
进行的直觉判断，是感性的认识，只有经过理论证
明得出的结论才是可信的．拼角是验证猜想的手
段，但因为拼图会有缝隙或重叠，所以拼出来的结
果也会有一定的误差，这样还是不能断定多边形
外角和就是１８０°，因此必须用演绎推理方法去证
明猜想的正确性．回顾拼角的过程，经过观察、思
考、抽象，学生可获得启发，通过添加不同的平行
线，根据平行线的性质，就可以用多种方法证明
“三角形的内角和等于１８０°”，如图２２，图２３，图
２４．进而对这些方法的比较，体悟到这些方法蕴含
的原理是一致的———拼角的本质是“角的转移”的
过程，因此添画的辅助线与位置并无关系，可以在
任意位置添画平行线，证明猜想的正确性，获得结
论．如图２５，图２６．

图２２
　

图２３

图２４
　

图２５

图２６

　　逻辑推理是理性思维的基础，在数学中具有
重要的地位，培养学生的逻辑推理能力应当作为
数学教学的中心任务．逻辑推理能力不是与生俱
来的，逻辑推理能力的培养应贯穿于整个数学课
程的各个内容，贯穿于数学课堂教学的各种活动
过程，贯穿于整个数学学习的环节．数学实验能将
过程与结果、操作与思维、实验与论证、证伪与证
实有机融合，实现合情推理与演绎推理的融通，是
培养、发展逻辑推理能力的重要学习方式．
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