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摘要：HPM 课例研究流程包括选题与准备、研讨与设计、实施与反馈、整理与写作．以 HPM 视角下“有理数乘法”的

课例研究为载体，通过分析 HPM 工作室 8 位在职教师课例研究过程中的 3 版教学设计、2 份反思和问卷调查发现：HPM 课

例研究可以促进授课教师的专业发展；课例研究的 4 个环节对教师 MKT 各部分的影响不同：在“选题与准备”环节，主要

对教师的 SCK 和 KCT 产生影响；在“研讨与设计”环节，主要影响 SCK、HCK 和 KCT；在“实施与反馈”环节，主要影

响 KCS 和 KCT；研讨是课例研究的核心环节；异质人员参与课例研讨可以深化拓展教师 MKT 的改变． 

关键词：课例研究；数学史与数学教育；有理数乘法 

中图分类号：G442  文献标识码：A  文章编号：1004–9894（2021）03–0083–07 

引用格式：栗小妮，汪晓勤．HPM 课例研究对教师 MKT 的影响[J]．数学教育学报，2021，30（3）：8389． 

1  问题提出 

课例研究被认为是“改变 21 世纪教师专业发展的强有

力途径”[1]．已有研究表明：课例研究作为一种改进课堂教

学质量、促进教师专业学习的实践方式，有助于实践共同体

内教师专业知识的扩充，专业能力的提升，专业态度的强化，

专业学习环境的形成，专业发展层次的提高等．但同时也存

在一些问题，如人员缺乏异质性．外部专家的支持，不同立

场、不同层次教师的沟通对话有助于促进教师的反思等[2]． 

自从 1972 年，第二届国际数学教育大会上成立数学史

与数学教学关系国际研究小组（International Study Group on 

the Relations between History and Pedagogy of Mathematics）

以来，HPM 作为数学教育的一个新兴领域，越来越受国内

外数学教育者的关注．HPM 的研究从最初的“为何”“如何”

等的理论探讨逐渐转向 HPM 视角下的数学教学设计与实践

的研究[3]．已有的国内外教学实践研究均已证实数学史对于

教师的知识（如 MKT）、信念等方面具有促进作用[4–10]，但

这些研究中的研究对象仅局限于职前教师或者是进行 HPM

视角下教学设计与实践的单一在职教师．对于大多数未进行

过 HPM 视角下的教学设计与实践的在职教师而言，将数学

史融入数学教育依然处于“高评价、低应用”的阶段，在职

教师如何恰当并柔和地将数学史融入到教学中，最大程度地

实现数学史的价值，需要在职教师深刻理解数学史料并根据

学生的情况进行恰当地裁剪和运用． 

怎样在一个 HPM 视角下的数学教学设计与实践的研究

过程中影响更多的老师？以工作室为基础展开课例研究为

研究者提供了新的思路．HPM 工作室作为 HPM 实践共同体

主要由高校 HPM 研究者和中学一线教师组成，前者可以提

供数学史文献、HPM 理论、教育研究方法等方面的资源，

承担课例研究中异质人员的作用，而一线教师则对教材和学

生更为熟悉，是 HPM 研讨课设计和实施的主要参与者．因

此，研究者将研究问题确定为：HPM 课例研究对 HPM 工作

室中所有在职教师的 MKT 会产生哪些影响？高校 HPM 研

究者作为共同体中的异质人员起什么作用？ 

2  MKT 与 HPM 联系的研究 

随着 HPM 研究的逐渐深入，有研究者认为数学史融入

数学教学的研究缺乏与一般数学教育研究的理论框架、方法

之间的联系[11]．HPM 的研究要想在普通数学教育研究中更

有影响力，就必须与一般数学教育研究中的理论框架建立联

系，如与 MKT 建立联系 [12]．所谓 MKT（Mathematical 

Knowledge for Teaching）指的是“面向教学的数学知识”，

最早由密歇根大学的 Ball 团队提出，其组成成分如图 1[13]． 

图 1  MKT 的结构 

“一般内容知识”是指除教学外，在其它背景下也使用

的数学知识和技能；“专门内容知识”是指教学所特有的数

学知识和技能；“水平内容知识”是关于整个数学课程中数

学主题之间联系的知识；“内容与学生知识”是指对学生的

了解和对数学的了解相结合的知识；“内容与教授知识”是

指对如何教授的了解和对数学的了解相结合的知识；“内容

与课程知识”是指关于课程大纲、课程标准、教科书、教学

材料以及其它教学资源的知识． 

已有研究表明，数学史对教师的 MKT 有促进作用．如

美国学者 Clark 通过融入数学史的教学，促进了职前师范生

对自己和自己未来学生解决一元二次方程问题的认识．同

时，他也呼吁需要对数学史如何促进教师对知识的深刻理解
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做进一步的研究[14]．意大利学者Fenaroli等在一项为期 2年、

针对职前中学教师开展的数学史课程项目中发现，数学史可

以促进职前中学教师对关键数学概念的理解[15]．在此基础

上，Jankvist 等通过对 3 个典型的案例进行分析，进一步说

明了数学史对于教师 MKT 的促进作用，可以采用 MKT 的

框架说明数学史对教师知识方面的发展[12]．Mosvold 等利用

文献说明数学史可以用来验证 MKT 的每个部分，一些数学

史的例子还可以用来说明MKT 中的每一部分并没有严格清

晰的界限[16]．同时，也有研究提到，在现有的 MKT 理论中，

很少涉及数学史的内容，对 HPM 与 MKT 联系的研究有助

于完善 MKT 理论[17]．综上可知，已有的关于 HPM 与 MKT

的研究主要聚焦于职前师范生，较少关注在职教师． 

3  研究设计 

3.1  研究对象 

采用自愿参与的原则，在课例研究前已向所有工作室的

初中数学教师讲明所要参与研讨、观课的时间，所要提交的

材料和时间节点．所以，作为研究对象的 8 位初中数学教师，

均能真实表达各自的想法，保证了研究的信度．他们的基本

情况如表 1 所示． 

其中，除教师 T5 在工作室成立之前，曾与大学 HPM

研究人员合作开发过 HPM 课例，对 HPM 有一定的认识外，

其他教师均是第一次接触 HPM．表 1 中所有教师均全程参

与了课例研究．所研究的主题为沪教版初中七年级“有理数

乘法”一节，在本节课中学生学习有理数乘法法则，并能够

简单应用法则进行计算．在此之前，所有教师均未接触过有

理数乘法法则的历史．已有的调查研究表明，让学生接受有

理数乘法法则，特别是“负负得正”不难，但让学生理解为

什么“负负得正”是很困难的[18–19]．研究的目的就在于在

合理运用数学史料让学生理解为什么“负负得正”． 

表 1  研究对象基本情况 

姓名 性别 教龄 目前所教年级 

T1 男 10 七年级 
T2 女  7 九年级 
T3 女  9 六年级 
T4 女 17 七年级 
T5 女 23 九年级 
T6 女 23 六年级 
T7 男 15 六年级 
T8 女  6 七年级 

3.2  HPM 课例研究流程 

已有 HPM 课例研究流程主要由 4 部分组成，选题与准

备、研讨与设计、实施与反馈、整理与写作[20]．首先，选

择历史脉络清晰的主题，高校研究者对相关主题进行深入研

究后，将相关历史素材提供给在职教师；其次，在职教师根

据史料进行教学设计并与高校研究者进行研讨，修正教学设

计；再次，进行 2~3 次的试讲后，教师进行观摩课教学，并

实施课后学生问卷调查；最后，教师进行教学实录，结合学

生问卷反馈和自己的反思，完成课例报告的撰写和分享．结

合 HPM 工作室的特征，对已有的 HPM 课例研究流程进行

了一些调整，如图 2 所示．

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2  HPM 课例研究的流程 

“选题与准备”阶段：工作室教师在拿到相关历史材料

后，自行阅读，并根据自己对史料的理解，结合已有的教学

经验，进行初步融入数学史的教学设计．教学设计要求教师

写明每一环节的设计意图，包括所选择的史料拟实现的价值

等．同时确定一位研讨课的授课教师． 

“研讨与设计”阶段：选择合适的时间，进行共同体内

的研讨．研讨分以下几个环节： 

（1）高校研究者简要解读相关史料； 

（2）研讨课的授课教师汇报自己的教学设计，以及阐述

运用史料进行教学设计过程中出现的问题或者困惑； 

（3）教师简述自己已有的教学方式，所有成员根据教学

目标和 HPM 的理念，对教学设计进行研讨，提出修改意见

或建议． 

会后，根据研讨的收获，工作室内的教师对自己的教学

设计进行反思和修改． 

“实施与反馈”阶段：增加了“同行评议”环节，课后

所有参与观摩的教师进行评课反思和再次研讨．研讨的内容

主要分为两方面：（1）结合自己的教学设计，谈谈研讨课教

学目标是否达成，研讨课的亮点和不足；（2）本节课数学史

的融入是否合适，实现了哪些价值？ 

3.3  数据收集 

在 HPM 课例研究的过程中进行数据收集，并对所收集
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的资料进行编码．收集的资料包括教师的 3 份教学设计、2

份反思报告和 1 份调查问卷． 

教学设计包括：（1）教师在进行课例研究前，提交一份

自己曾经采用的有理数乘法法则教学设计 1（编码为 s1）；

（2）在“选题与准备”阶段，教师在自行阅读相关历史材料

后，独自进行融入数学史的教学设计 2（编码为 s2）；（3）

“研讨与设计”阶段，经过高校研究者对历史材料的解读以

及工作室成员对教学设计研讨后，教师经过反思对教学设计

2 进行修改，得到教学设计 3（编码为 s3）； 

反思报告包括：（1）“研讨与设计”阶段，教师参加集

中研讨后的反思 1（编码为 r1）；（2）在“实施与反馈”阶

段，教师观摩研讨课后的评课反思 2（编码为 r2）． 

问卷调查为课例活动结束后的补充调查，调查教师在反

思报告中未谈到的 MKT 的分支部分，如部分教师会在反思

中提及对后续教学的启示，部分教师在反思中未提及，这涉

及教师 MKT 中 KCT 部分的变化．所以调查问题包括；① 阅

读有关负数和有理数乘法法则的历史，您有哪些收获（补充

调查“选择与准备”环节教师的收获，作为反思 1 的补充）？

② 如果您再上“有理数乘法”这节课，您觉得在教学中要

注意什么（补充调查教师KCT的变化，作为反思2的补充）？

表 2 为课例研究流程中数据收集的节点． 

表 2  数据收集节点 

课例研究流程 数据收集 

选题与准备 s1（史料发放前）、s2（史料发放后） 

研讨与设计 s3、r1 

实施与反馈 r2 

整理与写作 调查问卷（补充 r1、r2） 

两名研究人员对所收集的材料进行研讨和分析，讨论确

定所收集的数据属于教师 MKT 哪个部分的变化，确保研究

的效度． 

4  有理数乘法的历史和解释模型 

研究者提供给教师的历史素材主要包括两部分：一是负

数和有理数乘法法则的历史以及一些历史名人学习“负负得

正”的困惑；二是教科书以及历史上曾出现的解释有理数乘

法法则的模型． 

4.1  有理数乘法法则的历史 

负数的概念最早出现在中国，是由于解方程组的消元过

程中出现了“不够减”的情形．公元 7 世纪印度数学家婆罗

摩笈多（Brahmagup-ta）也明确提出了正负数的概念及其四

则运算法则：“正负相乘得负，两负数相乘得正，两正数相

乘得正．”公元 13 世纪末，中国数学家朱世杰在《算学启蒙》

（1299）中给出负数的乘除法则“明乘除法，同名相乘得正，

异名相乘得负”．但负数及其运算法则在西方却出现得较晚，

直到 18 世纪，还有一些西方数学家不理解“小于一无所有

的数”，并认为“负负得正”这一法则是个谬论．甚至在 19

世纪，英国还有数学家不接受负数[20]． 

在 19 世纪中叶以前，负数概念以及“负负得正”的运

算法则在学校代数课本中并没有得到正确的解释，有很多名

人都曾对“负负得正”感到困惑，并由此而影响了他们对数

学的根本看法．如法国著名昆虫学家、文学家法布尔（C. 

Fabre，1823—1915）在学习“负负得正”时吃尽了苦头．法

国著名作家司汤达（Stendhal，1783—1843）也曾不理解“负

负得正”，希望老师能对“负负得正”作出解释，但他的老

师不管怎么解释，总不能让司汤达信服．最后老师用债务做

比喻，但却让司汤达更困惑了：“一个人该怎么把 1 000 法

郎的债与 500 法郎的债乘起来，才能得到 500 000 法郎的收

入呢？”老师只好搬出大数学家欧拉（L. Euler，1707—1783）

与拉格朗日（Lagrange，1736—1813）来：这些大数学家都

用得理所当然，你又何必钻牛角尖呢？万般无奈下，司汤达

只好接受了它，但这个学习经历一度动摇了他对数学和数学

教师的信心[21]． 

4.2  有理数乘法法则的解释模型 

对于有理数乘法法则的解释模型，研究者提供给教师的

主要有以下 7 类（如表 3）． 

表 3  有理数乘法法则的解释模型 

名称 具体解释 

负债 
模型 

假定一人每天欠债 5美元，给定日期（0美元），3
天后欠债 15美元，如果将 5美元的债记成–5，可以数学
式子表达为：3×(–5) = –15．同样，一人每天欠债 5美元，
那么给定日期（0美元），3天前，他的财产比给定日期
的财产多 15美元，可表示为(–3)×(–5) = 15[23]． 

运动 
模型 

一辆汽车以平均每小时 80千米速度沿着东西方向
行驶，现在它在公路的 A处，规定向东行驶为正，那么
向西行驶为负；几小时后为正，则几小时前为负，则可
列出以下算式： 

2×80 = 160，汽车向东行驶，2小时后汽车在 A处
东面 160千米处； 

2×(–80) = –160，汽车向西行驶，2小时后汽车在 A
处西面 160千米处； 

(–2)×80 = –160，汽车向东行驶，2小时前汽车在 A
处西面 160千米处； 

(–2)×(–80) = 160，汽车向西行驶，2小时前汽车在
A处东面 160千米处[24]． 

气温 
测量 
模型 

某气象站测得海拔每升高 1千米，温度就降低 0.6
度．现在观察地的气温为 0度．规定：气温升高为正，
气温下降为负，观察地点以上为正，观察地点以下为负，
观察点以上 3千米的地方，气温为(–0.6)×3 = –1.8度[21]．

故事 
模型 

某镇上每人每周需纳税 1美元，若有 5人迁入该镇，
则该镇每周收入 1×5 = 5美元；若有 5人迁出该镇，则
该镇每周收入(–5)×1 = –5美元．该镇每周为每个流浪汉
支付 1美元，若有 5个流浪汉迁入，则该镇每周收入 5
×(–1) = –5美元；若有 5个流浪汉迁出，则该镇每周收
入(–5)×(–1) = 5美元[25]． 

归纳 
模型 

通过观察：3×3 = 9，3×2 = 6，3×1 = 3，3×0 = 0，
总结规律发现随着乘数递减 1，积逐次递减 3，得到 3×
(–1) = –3，3×(–2) = –6等，即正数与负数相乘为负数，
用类似的方式归纳得到负数与正数相乘、负数与负数相
乘的规律，从而得到有理数乘法法则[26]． 

相反数
模型 

＋4乘以＋3等于 12，所以–4乘以＋3，或＋4乘以
–3，应为 12的相反数–12；因此，–4乘以–3应为–12的
相反数＋12，因此负负得正[27]． 

分配律
模型 

(–5)×3 = (–5)+ (–5)+ (–5) = –15，(–5)×(–3) = (–5)
×(0–3) = (–5)×0–(–5)×3 = 0–(–15) = 15[28]． 

故事模型的另一种表述方式为：好孩子用正数表示

（＋），坏孩子用负数表示（－）；进城用正数表示（＋），出

城用负数表示（－）；好事用正数表示（＋），坏事用负数表

示（－）．好孩子（＋）进城（＋），对城市来说是件好事（＋），

所以（＋）×（＋）＝＋；坏孩子（－）出城（－），对城
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市来说是件好事（＋），所以（－）×（－）＝＋． 

欧拉在《代数基础》中也对“负负得正”做出了自己的

解释，可归为“相反数模型”．他首先通过债务的倍数来说

明正负得负：由于(a)×(b)（a>0, b>0）要么等于 ab，要么

等于ab，但前面已经证明(a)×b = ab，而(a)×(b)不可能

与(a)×b 的结果相同，故只能有(a)×(b) = ab．因此有负负

得正[29]． 

上述每一种模型，都只能算是有理数乘法法则的一种解

释，正负得负、负负得正都是在数系扩充过程中，为保证在

正数范围内的运算律依然成立的必然结果，无法证明，但可

以用现实模型进行合理解释．正如大数学家 F·克莱因（F. 

Klein，1849—1925）所说：“不要试图去证明符号法则的逻

辑必要性，别把不可能的证明讲得似乎成立．”[30] 

5  研究结果 

5.1  教学设计的比较 

数学的新授课一般分为引入、探究、巩固和小结 4 个环

节．引入环节主要是创设符合学生认知起点的情境，引入即

将要学习的知识．探究环节是学生以小组为单位，利用教师

所提供的情境，在教师的引导下，探究得出所要学习的知识；

巩固环节是通过一定的练习熟悉所学知识，最后师生通过回

忆，归纳小结所学知识、思想方法．巩固环节主要为练习．小

结环节要根据具体上课的情形进行归纳总结．所以，从教学

设计而言，前两个环节是差异较为突出的部分，研究者主要

比较教师所设计的教案中引入和探究两个环节． 

通过 3 版教学设计的比较，发现在进入工作室之前，即

教师尚未接触相关数学史料之前，教师不太关注有理数乘法

的解释模型，原有的教学设计 s1 基本与教科书中的一致，

通常会花 5~10 分钟时间进行法则的解释，然后将剩余的时

间用于巩固练习．所以，研究者主要比较研讨前和研讨后教

师的两版教学设计 s2 和 s3，表 4 为 8 位教师两版教学设计

在引入环节采用方式的比较，表 5 为 8 位教师两版教学设计

在探究环节所采用的模型和方式的比较，其中 T3 为研讨课

授课教师． 

表 4  引入环节比较 

教师 s2 s3 

T1 
（1）复习负数的意义；（2）
教科书中的相反数模型 

（1）复习负数的意义；（2）
教科书中的相反数模型；（3）
司汤达的故事 

T2 归纳模型 司汤达的故事 

T3 教科书中的相反数模型 教科书中的相反数模型 

T4 
（1）复习负数的意义；（2）
复习正数的乘法法则和运
算律 

（1）复习负数的意义；（2）
复习正数的乘法法则和运
算律 

T5 改编的负债模型 司汤达的故事 

T6 
（1）复习负数的意义；（2）
教科书中的相反数模型 

（1）复习负数的意义；（2）
教科书中的相反数模型 

T7 
（1）教科书中的相反数模
型；（2）M. 克莱因的负债
模型 

（1）教科书中的相反数模
型；（2）M·克莱因的负债
模型 

T8 教科书中的相反数模型 教科书中的相反数模型 

表 5  探究环节比较 

教师 s2 s3 

T1 气温测量模型 气温测量模型 

T2 
（1）运动模型；（2）
相反数模型 

（1）故事模型；（2）负
债模型；（3）类比前两个
模型，学生自己用生活中的
例子解释 

T3 
（1）相反数模型；

（2） 
运动模型 

（1）负债模型；（2）微
视频：介绍运动模型和故事
模型；（3）类比前两个模
型，学生探究用自己生活中
的例子解释 

T4 

（1）运动模型；（2）
司汤达的故事；（3）
介绍爱因斯坦对“负负负
正的” 解释 

（1）运动模型；（2）司
汤达的故事 

T5 分配律模型 分配律模型 

T6 运动模型 运动模型 

T7 运动模型 运动模型 

T8 

（1）故事模型；（2）
分配律模型；（3）介
绍数学家探究“负负负正”
的的史 

（1）故事模型；（2）分
配律模型；（3）介绍数学
家探究负负负正的的的“ ”  

这 8 位教师中，除 T7 和 T8 两位教师前后两版教学设

计没有改变外，其余 6 位教师都在研讨后对教学设计进行了

修改． 

T1 研讨后增加了司汤达的故事，并将气温测量模型进

行了深入挖掘，在原有基础上，改变正负的规定，得到同样

的符号法则，加深学生对法则的理解．不同的规定，不同的

模型都会得到同样的结论． 

T2 前后两版教学设计改动较大，研讨前选用了归纳模

型、运动模型和相反数模型，研讨后选用了司汤达的故事引

入，然后用故事模型解释符号法则，再利用负债模型解决司

汤达的困惑，在学生理解了符号法则的基础上，让学生结合

自己的生活经验，解释“负负得正”的合理性，强化学生对

符号法则的理解． 

T3 是研讨课的授课教师，在研讨时汇报了自己的初步

教学设计，在研讨后改进教学设计，并实施教学．研讨前的

教学设计中，她采用教科书中的相反数模型引入，在探究环

节，先用欧拉的方法解释负负得正，然后选用 3 个不同背景

的运动模型（一个人在数轴上向左或向右运动、一个人向山

上或者山下运动、一辆汽车向东或者向西运动）进一步解释

有理数乘法法则．在汇报时，T3 提出了自己的困惑：“在读

了史料后，才知道很多模型都可以用来解释‘负负得正’，

但是不知道选择哪一种更合适？”从 T3 研讨前的教学设计

中也可以看出她对模型选择的困惑，在探究环节所选择的 3

个模型本质上是同一类型的模型． 

通过 HPM 研究者对数学史料的解读以及集体研讨后，

T3 修改了教学设计，用司汤达的故事引入，引起学生的好

奇．在探究环节，先介绍负债模型，解决司汤达的困惑，然

后让学生小组合作类比负债模型，用生活中的例子解释“负

负得正”，再用微视频介绍历史上的其它模型，进一步深化

学生对有理数乘法法则的理解． 

T4 研讨前的教学设计中误认为爱因斯坦的方法是在证
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明“负负得正”，花较大篇幅介绍了爱因斯坦解释“负负得

正”的方法．研讨后，她认为爱因斯坦的方法超出了七年级

学生的认知基础，且不能算是证明的话，趣味性不够，所以

在得知无法证明“负负得正”后，在修改稿中删掉了爱因斯

坦的方法． 

T5 采用翻转课堂的模式，将负债模型改编为与学生生

活相关的“父母收入”模型，在课前让学生通过探究得到有

理数乘法法则，课上第一环节让学生汇报有理数乘法法则，

并解释(8)×(4)＝+32 的实际意义．在研讨前的教学设计

中，T5 试图在第二环节通过分配律模型向学生展示如何利

用分配律严格推理符号法则．在研讨后得知无法证明“负负

得正”，修改了教学设计．她依然选用了分配律模型，但改

为向学生介绍这个模型也可以解释“负负得正”，但在数学

上不能证明“负负得正”． 

研讨后，T6 认为虽然学生已经学习了相反数的定义，

但并未涉及一个正数乘以（1）的符号处理，用教科书中的

相反数模型来得到符号法则，存在循环论证．所以在修改后

的教学设计中，她只是用教科书中的相反数模型提出问题，

并不解决这个问题，用运动模型来探究法则后再解决这个 

问题． 

5.2  教师 MKT 变化分析 

根据 MKT 各部分的定义，对课例研究中教师知识的改

变进行划分．教师知道有理数乘法法则，并会运用法则进行

计算，这属于“一般内容知识”．知道“负负得正”可以由

很多现实模型解释，知道“负负得正”并不能证明，而是一

种合理的规定，这些都是教学所特有的数学知识和技能，属

于教师“专门内容知识”的增加．知道负负得正的缘由以及

它与已有的运算律、其它学科之间的关系，这些属于教师“水

平内容知识”的增加．认识到看似简单的规定对学生而言并

不简单，改变教师对学生的认识，属于教师“内容与学生知

识”的增加．知道要选择适合学生的模型，通过探究让学生

理解有理数乘法法则的合理性；知道用现实模型解释“负负

得正”的关键在于讲清楚“正与负的分界”，这些属于教师

“内容与教学知识”的增加．理解了教科书设计的意图等，

这属于教师“内容与课程知识”增加． 

通过对所收集数据的分析，表 6 为所收集的教师教学设

计、反思数据与 MKT 各部分的关系（由于 T7、T8 教师教

学设计 3 无改变，故不对他们的教学设计 3 做重复归类），

如 T1 教师在 s2 中将教科书中的运动模型替换成了气温模

型，在 s3 中增加了司汤达的故事，属于 SCK 和 KCT 的变

化，在研讨后的反思 1 中她谈到：“‘负负得正’是保证原有

运算律成立的合理规定，不同的正负规定，不同的模型都会

得到同样的结论……研讨最大的收获是今后在运算法则课

的教学中会更加关注算理的讲解，对于规定的法则会强调其

合理性与必要性，而非简单的操练．”属于 HCK 和 KCT 的

变化，在观课后的反思 2 中她谈到，“这样一个看似简单问

题的探究会影响学生学习的态度，让学生知道要善于思考”，

属于 KCT、KCS 的变化． 

表 6  8 位教师 MKT 的变化 

教师 
MKT的变化 

SCK HCK KCS KCT KCC

T1 s2、s3 s3、r1 r2 s2、s3、r1、r2  

T2 s2、s3 s3、r1 r2 s2、s3、r1、r2  

T3 s2、s3、r1 s3、r1 r2 s2、s3、r1  

T4 s2、s3、r1 s3、r1 r2 s2、s3、r1  

T5 s2、s3、r1 s3、r1 r2 s2、s3、r1  

T6 s2、s3、r1 s3、r1 r2 s2、s3、r1、r2  

T7 s2、r1 r1 r2 s2、r2  

T8 s2、r1 r1 r2 s2、r1、r2 r2 

5.2.1  教师 SCK 变化分析 

教师在教学设计 2 中对所提供的有理数乘法法则的历

史和解释模型进行了初步选用，说明教师通过自行阅读史料

后，初步了解了有理数乘法的解释模型和历史，SCK 发生

了变化．在集中研讨后，6 位教师对教学设计 2 进行了修改，

从教学设计 3 以及教师对研讨的反思中，可以看出教师的

SCK 得到了进一步的扩展和深化．以 T3 教师为例，阅读史

料后，她在教学设计 2 中选用了 3 种模型，希望通过不同的

模型增强学生对法则的理解，在研讨后，她了解到教学设计

2 中她所选用的 3 种模型本质上均属于运动模型，所以对教

学设计 2 进行修改得到教学设计 3．经过研讨，她对各种模

型的区别有了更深刻的理解．在反思 1 中也有不少教师谈到

研讨对其的影响，如 T3：“原来这么多知名人物和‘负负得

正’有渊源，‘负负得正’的模型挺多．”T7：“知道了数学

知识的起源和发展，数学发展的过程等．”T4：“原来负负

得正有着这么多的数学家建立模型去探究，看似简单的结论

要经历漫长的历史发展，而不是简单规定出来的．” 

5.2.2  教师 HCK 变化分析 

在集中研讨时，分配律模型是不是在证明“负负得正”

引发了教师们的激烈争论．经过讨论得知，用分配律模型解

释“负负得正”并不属于严格推理证明，因为这种方法是以

分配律在负数范围内成立为基础，存在循环论证，这一结果

令很多教师震惊．在反思 1 中教师表达了对此收获的感悟，

如 T8：“了解了负负得正是无法证明的，知道了很多可以解

释的现实模型．”T5：“以史为鉴，原以为用运算律和相反

数模型可以严格推理‘负负得正’，没想到是无法证明的，

是经现实模型确认的一种约定．” 

5.2.3  教师 KCS 变化分析 

了解“负负得正”的历史以及一些名人对这一法则的困

惑，可以让教师初步认识到学生在学习这一知识时可能会存

在困惑，这一看似简单的规定对学生而言并不简单．在课堂

观摩时，基于数学史的探究活动的设计，让学生模仿教师已

给的模型解释“负负得正”，学生的回答让教师意识到了学

生思维的活跃，以及学生对“负负得正”的认识，改变了教

师对学生的认识，如 T2 在反思 2 中提到，她在自己学校进

行了融入数学史的有理数乘法教学，在向学生讲述司汤达的

故事时，学生感到非常震惊，他们从没质疑过“如此简单的

问题”，感叹于“原来也有不能证明的数学规定”，学生感受
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到了数学的魅力，纷纷举手尝试自己解释“负负得正”的合

理性，她感受到了学生比她想象中更有能力，更善于思考，

自己最大的收获在于，学生敢于像司汤达一样说“我不会”． 

5.2.4  教师 KCT 变化分析 

通过阅读史料和集中研讨，教师知道要选择适合学生的

模型，更注重算理的解释．如教师 T2、T3 前后两版教学设

计的变化，后一版设计中均采用司汤达的故事引入，用于激

发学生学习的兴趣． 

再如 T8：“研讨最大的收获是知道了如何在课堂中运用

数学史料，选取合适的现实模型．” 

T5：“研讨很有必要，比如司汤达的故事，只看史料不

可能挖掘出很深刻的意义．” 

T1：“研讨最大的收获是今后在运算法则课的教学中会

更加关注算理的讲解，对于规定的法则会强调其合理性与必

要性，而非简单的操练．” 

通过对研讨课的观摩和反思，教师普遍认为需要通过探

究让学生理解有理数乘法法则的合理性，希望通过有趣的数

学故事让学生了解数学是发展的．针对部分学生在自主探究

时，不能够清晰描述所列举的模型时，观课教师提出用现实

模型解释“负负得正”的关键在于讲清楚“正与负的分界”，

如 T2：“要讲清楚正负的分界，明确正负的参照点，学生列

举的很多模型只涉及到了‘正负’和‘负正’，没有涉及到

‘负负’．”T6：“每个模型中 0 的意义不同，讲清楚模型中 0

的含义会促进学生对模型的理解．”T1：“在任何模型中，

参照点要先设定好，这样正负的区别才会清楚．” 

另外，教师在观课反思中谈到了对自己后续教学的启

示．如 T8：“不再那么理所当然地得出法则，会花一定的时

间展示或者探寻法则的合理性，会更重视‘为什么要学’的

问题的思考．”T4：“会多给学生思考的时间和空间，让知

识的发生更加自然．”T5：“引导学生寻找生活模型前，会

和学生一起约定分别表示‘正’和‘负’的量，在学生理解

‘负负得正’后，会告诉学生‘负负得正’是一种约定，而

不是推理而来．” 

5.2.5  教师 KCC 变化分析 

也有教师提到，原来在进行有理数乘法教学时，并不会

在法则的解释上花费过多的时间，这一点从前述教师通常在

解释法则上所花时间可以佐证，教科书上的运动模型也是一

带而过，在了解“负负得正”的历史后，才真正理解了教科

书的意图，这属于教师“内容与课程知识”增加，如 T8：

“了解了历史后，更清楚了模型的归属，理解了教科书的编

写安排．” 

总体而言，除“一般内容知识”外，从表 5 可以看出，

HPM 课例研究对授课教师和观课教师的 SCK、HCK、KCS、

KCT 和 KCC 均有影响，且无明显差别．结合表 3 中数据收

集的时间节点可以看出，“选题与准备”环节，自主阅读史

料进行教学设计主要对教师的 SCK 和 KCT 产生影响，教师

初步认识了有理数乘法法则的历史和解释模型，并根据自己

的理解对教学设计进行了改进，但存在理解不到位的现象，

如所发放的历史素材中，有关于“负负得正”无法证明的相

关文献，但没有引起教师的重视，教学设计中存在试图用分

配律证明“负负得正”的现象．“研讨与设计”环节，主要

是对教师的 SCK、HCK 和 KCT 产生影响．研讨深化了教师

对相关历史和模型的理解，明确了有理数乘法法则和运算律

之间的关系．“实施与反馈”环节，研讨课的观摩，教师多

倾向于关注数学史料的运用方式对学生的影响，以及学生的

课堂表现，所以研讨课的观摩和反思主要对教师的 KCS 和

KCT 产生影响．对 T8 而言，此 HPM 课例研究还促使其重

新理解了教科书的安排，影响了教师的 KCC． 

6  结论与启示 

以 HPM 视角下“有理数乘法”的课例研究为载体，通

过分析 HPM 工作室 8 位在职教师课例研究过程中的 3 版教

学设计、2 份反思报告和问卷调查，研究者得到如下结论．第

一，HPM 课例研究不仅可以促进授课教师的专业发展，对

参与课例研究的其他在职教师的专业发展均有促进作用，且

两者之间无差别，教师的 SCK、HCK、KCS 和 KCT 均有改

变，个别教师的 KCC 有所改变．第二，课例研究的 4 个环

节对教师 MKT 各部分的影响不同：在“选题与准备”环节，

主要对教师的 SCK 和 KCT 产生影响；在“研讨与设计”环

节，主要是对教师的 SCK、HCK 和 KCT 产生影响；在“实

施与反馈”环节，主要对教师的 KCS 和 KCT 产生影响． 

另外，研究也证实了研讨是课例研究的核心环节，异质

人员参与课例的研讨可以深化拓展教师 MKT 的改变．在课

例研究中，相关史料已在集中研讨前发放给教师，但从教师

的教学设计 2 可以看出教师对数学史料的理解存在偏差，如

教师没有理解“负负得正”为什么不能证明．研讨中，高校

HPM 研究者对史料进行详细的解读，促进了教师对史料的

理解和运用，影响了部分教师的 SCK、HCK 以及 KCT 的进

一步改变． 

最后，由于参与课例研究的教师起初对有理数乘法法则

和运算律之间的关系缺乏了解，导致教师在研讨中对有理数

乘法法则是否可以证明进行了激烈的讨论，教师 HCK 的变

化主要发生在研讨后，所以研究仅针对教师有理数乘法教学

所需数学知识的变化进行研究，研究结论不一定适用于其它

课题，具有一定的特殊性和局限性． 
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The Influence of HPM Lesson Study on Teachers’ MKT 
——Taking the Multiplication of Rational Numbers as an Example 

LI Xiao-ni, WANG Xiao-qin 
(College of Teacher Education, East China Normal University, Shanghai 200062, China) 

Abstract: In lesson study of “multiplication with rational numbers” from the perspective of HPM, we analyzed three editions of 
instructional design, two kinds of reflection, and questionnaires of eight in-service teachers in the HPM studio and found that 
HPM lesson study can promote the professional development of participating in-service teachers. Four different steps of the HPM 
lesson study had different influences on each part of teachers’ mathematical knowledge for teaching (MKT); the results show that 
discussion was the core step of the of HPM lesson study, and heterogeneous personnel participating in the discussion can deepen 
the changes in teacher’s MKT. 
Key words: lesson study; HPM; multiplication of rational numbers 
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