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以下粘贴论文电子稿

“证明两个角的两倍数量关系”多种方法探究

——2018年常州市中考数学最后一题第（3）问方法探究

摘要：学生要解决一道数学题，不仅需要熟练掌握基本数学知识，更需要学会如何分析问题，找到问题解决的着手点。本文以2018年常州市中考数学最后一题第（3）问为例，通过多种方法的探究，提升学生思考分析问题、综合运用数学知识的能力.

关键词：中考数学，多种方法探究
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1  题目背景

如右图，在前两问的基础上，已求得抛物线的函数表达式为
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，点A（-4，0），点B（
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，0），点C（0，2），

连接AC，BC，判断∠CBA和∠CAB的数量关系，并说明理由.

2  基本线段准备
    由点A、B、C的坐标，可以求得一些线段的长度，为证明的展开作准备。不同的方法需要用到的线段不同，为方便下文表述，这里一并列出：由坐标直接可得OA=4，OB=
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，OC=2，利用勾股定理可求得BC=
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，AC=
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.

3  不同纬度多种方法探究

猜想：∠CBA=2∠CAB.下面从不同的思考分析问题的角度，阐述不同的证明方法。

3.1  纬度（一）：从大角着手，将大角转化为两小角之和.

方法1：借助角平分线.

如图1-1，作∠CBA的角平分线BD，交y轴于点D，则∠CBA=2∠DBO.作DE⊥BC，垂足为点E.设OD=DE=x，则CD=2-x，由△CED∽△COB得
[image: image10.wmf]CB
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，代入求得x=
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，则tan∠DBO=
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，又因为tan∠CAB=
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OC

=
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1

，所以∠DBO=∠CAB.因为∠CBA=2∠DBO，所以∠CBA=2∠CAB.           

方法2：借助轴对称.

如图1-2，作点B关于y轴的对称点B’，连接B’C，则CB’=CB=
[image: image16.wmf]2
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，OB’=OB=
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3

，可得∠CBA=∠CB’B，AB’=OA-OB’=
[image: image18.wmf]2

5

，所以AB’=CB’，得到∠ACB’=∠CAB. 又由外角可得∠CB’B=∠ACB’+∠CAB，所以∠CB’B=

2∠CAB.因为∠CBA=∠CB’B，所以∠CBA=2∠CAB.
方法3：借助外角.

如图1-3，在x轴上B点右侧取点D，使BD=CB=
[image: image19.wmf]2

5

，连接CD，则∠BCD=∠CDB. 由外角可得∠CBA=∠BCD+∠CDB，所以∠CBA=2∠CDB.又通过计算OD=OB+BD=4，所以OD=OA，则OC垂直平分AD，可得CA=CD，

所以∠CAB=∠CDB.因为∠CBA=2∠CDB，所以∠CBA=2∠CAB.

如图1-4，延长CB到点E，使BE=BA=4+
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=
[image: image21.wmf]2
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，连接AE，则∠BAE=∠E. 由外角可得∠CBA=∠BAE+∠E，所以∠CBA=2∠E.通过计算
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，可得
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，又因为∠ACE=∠BCA，所以△ACE∽△BCA，可得∠CAB=∠E.因为∠CBA=2∠E，所以∠CBA=2∠CAB.

[image: image72.png]


[image: image73.png]


[image: image74.png]



方法4：借助圆的性质.

如图1-5，与图1-2类似，但方法不同. 以点C为圆心，CB长为半径作圆，交AB于点F，连接CF，因为半径CB=CF=
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5

，所以∠CBA=∠CFB. 由垂径定理可得FO=BO=
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，则AF=AO-FO=4-
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=
[image: image28.wmf]2

5

，所以AF=CF，可得∠CAB=∠ACF. 又由外角可得∠CFB=∠CAB+∠ACF，所以∠CFB=2∠CAB. 因为∠CBA=∠CFB，所以

∠CBA=2∠CAB.

3.2  纬度（二）：从小角着手，构造与小角相等的角.
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方法1：借助直角三角形斜边上的中线.

如图2-1，画Rt△AOC的斜边AC上的中线OD，则OD=AD=CD=
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AC=
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，所以∠CAB=∠DOA. 又由外角可得∠CDO=∠CAB+∠DOA，所以∠CDO=2∠CAB.作CE⊥DO，垂足为点E.由
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，则sin∠CDO=
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.因为sin∠CBA=
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，所以∠CDO=∠CBA.因为∠CDO=2∠CAB，所以∠CBA=2∠CAB.
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方法2：借助垂直平分线.

如图2-2，作线段AB的垂直平分线DE，交AC于点D，交AB于点E，

连接DB，则DA=DB，所以∠CAB=∠DBA.由cos∠CAB=
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，AO=4，AC=
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，求得AD=
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，则CD=AC-AD=
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通过计算
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，又因为∠DCB=∠BCA，所以△DCB∽

△BCA，可得∠CAB=∠CBD.因为∠CBA=∠CBD+∠DBA，∠CAB=∠CBD，∠CAB=∠DBA，所以∠CBA=2∠CAB.
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如图2-3，作线段AC的垂直平分线，交AB于点G，交AC于点H，连接GC，则GC=GA，所以∠CAB=∠ACG.又由外角可得∠CGB=∠CAB+∠ACG，所以∠CGB=2∠CAB.设GO=x，则AG=CG=4-x，代入Rt△COG中CO2+GO2=CG2，解得x=
[image: image51.wmf]2

3

，所以GO=BO.则OC垂直平分GB，可得CG=CB，所以∠CGB=∠CBA.因为∠CGB=2∠CAB，所以∠CBA=2∠CAB.
方法3：借助轴对称.
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如图2-4，作点A关于y轴的对称点A’，连接A’C，则CA’=CA，OA’=OA=4，可得∠CAB=∠CA’B，A’B=OA’-OB=
[image: image52.wmf]2

5

，所以A’B=CB，得到∠A’CB=∠CA’B.又由外角可得∠CBA=∠A’CB+∠CA’B，所以∠CBA=2∠CA’B.因为∠CAB=∠CA’B，所以∠CBA=2∠CAB.

[image: image80.png]



如图2-5，作点C关于x轴的对称点C’，连接AC’，则AC’=AC=
[image: image53.wmf]5
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，OC’=OC=2，可得∠CAB=∠C’AB，所以∠CAC’=∠CAB+∠C’AB=2∠CAB.作CP⊥AC’，垂足为P.由
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，则sin∠CAC’=
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，所以∠CAC’=∠CBA.因为∠CAC’=2∠CAB，所以∠CBA=2∠CAB.

如图2-6，将Rt△AOC沿AC边翻折，得到Rt△ACM，点O的对应点为点M，则AM=AO=4，CM=CO=2，

∠CAB=∠CAM，所以∠MAO=∠CAB+∠CAM=2∠CAB.延长AM，交y轴于点N，易得△NMC∽△NOA，则
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.设MN=x，则NO=2x，AN=x+4，代入Rt△AON中，AO2+NO2=AN2，解得x=
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，则tan∠MAO=
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.因为tan∠CBA=
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，所以∠MAO=∠CBA.因为∠MAO=2∠CAB，所以∠CBA=2∠CAB.

3.3  纬度（三）：两角齐着手，重新构图，构造与要证的两个角分别相等的另两个角.
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在原图中，tan∠CAB=
[image: image65.wmf]2
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另外重新构图，如图3，Rt△DEF中，∠DEF=90°，DE=4，EF=3，则DF=5，tan∠DFE=
[image: image67.wmf]3
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，所以∠DFE=∠CBA.延长EF到点G，使FG=DF=5，连接DG，则tan∠G=
[image: image68.wmf]2

1

5

3

4

EG

DE

=

+

=

，所以∠G=∠CAB.由FG=DF得∠FDG=∠G，又由外角得∠DFE=∠FDG+∠G，所以∠DFE=2∠G.因为∠DFE=∠CBA，∠G=

∠CAB，所以∠CBA=2∠CAB.

4  结束语

在讲解分析问题时，教师应学会换位思考，从贴近学生的思维视角去看待问题，注重解题思路的启发与点拨，充分展示整个探索过程，让学生学会数学地思考.
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