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两位数减两位数（退位）笔算，
是在学生学会两位数加两位数、两
位数减两位数（不退位）笔算基础上
学习的， 核心知识基础是 20 以内
（不）退位减法计算。 在当前的笔算
教学中， 大多数教师注重每一种算
法从学生中来， 注重每一位学生亲
历每一种算法的思考过程， 注重每
一位学生的学具操作。 但由于笔算
是“直观的算理，抽象的算法”，若不
能沟通学具操作、 口算与竖式表示
的笔算之间的联系， 尤其是将直观
的学具操作转化为头脑中的抽象操

作，学生就难以真正掌握算法、理解
算理。
很多教师已认识到低年级段借

助直观操作帮助学生理解算理的重

要性，在实际教学中，教师也会设计
许多的操作活动， 但动手操作就能
真正理解计算的算理吗？ 在许多教
师的教学实践中， 操作何以成了可
有可无的摆设？操作、算理和算法要
如何结合？ 如何处理好算理和算法
的关系？孙老师设计的“两位数减两
位数（退位）的笔算”一课对此给出
了她自己的诠释， 我们也对她的诠
释来进一步分析。
一、通过多元表征深刻理解算理
理解算理， 首先要弄清楚什么

是算理。 计算的本质是相同计数单
位个数的计算， 由此加减法计算的
基础是 20 以内的计算，乘除法计算

的基础是“九九口诀”，并明确“满十
向高一级单位进一”或者“从高一级
单位退一当十”。 因此算理可理解
为：运算的意义，数概念背后所蕴涵
的十进制、位值制思想，运算的性质
与定律，运算之间的互逆关系。
如何真正理解算理？ 理解算理

是否只是一个课时的任务？
美国教育心理学家布鲁纳提出

学习的三种表征方式： 动作的、形
象的和符号的，并认为这三者之间
存在一种严格的递进关系 。 基于
布鲁纳的观点 ， 我们认为学生在
理解算理掌握算法的过程中需要

四种表征方式：动作表征、形象（表
象 ）表征 、语义表征 、数学符号表
征。 在深刻理解算理的过程中，这
四种表征方式之间不是单一的递进

关系，更不是相互脱节的（有的老师
的教学就是脱节的，操作是操作，竖
式是竖式，没有借助于操作、头脑中
的表象来理解竖式中每一个数字的

含义）。
笔算教学的关键是将这四种表

征方式有机结合， 既能从直观操作
到理解抽象数学符号的意义， 也能
对书写的数学符号作直观形象的解

释，即“有来有去”的教学。孙家芳老
师设计的这节课就是对此进行实践

探索。 这一点可以通过本课的教学
目标看出：

1.借助多种语言之间的相互转

化， 帮助学生理解两位数减两位数
（退位）的算理，掌握计算的方法。

2.在操作、交流、研讨过程中感
受位值制思想， 养成用不同语言表
达思维过程的习惯。

3.在多种语言表征的数学学习
活动中感受多角度看待事物的方

法。
教学重点：在动作、语义、符号

多种形式表征的过程中理解算理、
掌握算法。
教学难点：在多种语言的相互

转化的过程中为“退位点”建立丰富
的表象支撑。
基于对算理本质以及四种表征

方式的理解， 本课的教学目标设计
得准确、恰当、具体，因此在一节课
中是可落实的。

整体上看， 本课在借助四种表
征方式来理解算理方面，进行了“精
耕细作”。
强调“56”如何用直观结构化的

学具表示：5 捆 6 根。
将学生的语言表述、 学具操作

以及教师的板书（直观图、竖式）紧
密结合。
教师适时恰当的追问与强化：

我们先从个位开始计算， 个位上 6
减 8 不够减， 就相当于小棒中的什
么？ 个位不够减从十位退 1，请你在

利用学习的多元表征方式

促进学生对算理的“真理解”
◇刘加霞
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二、“精耕细作”实现多元表征
的有机整合
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小棒这边用一个动作表示出来。 从
整捆的小棒中拿出 1 捆这个动作表
示什么？ 个位不够减从十位退 1，就
是从整捆的小棒中拿出 1 捆 ，在
竖式中 5 的上面点一个“点”表示，
竖式中 5 上面的这个 “点 ”表示什
么……
具体说来， 本课建立小棒的操

作过程与竖式书写过程的一一对应

关系大致经历以下几步：

1.建立拿一捆小棒与点退位点
之间的一一对应关系。

2.建立打开一捆小棒与退一当
十之间的一一对应关系。

3.建立打开的 10 根小棒与 6
根小棒合起来去掉 8 根小棒与竖式
书写之间的关系。

4.建立从剩下的 4 捆小棒去掉
1 捆小棒与 4-1 之间的一一对应关
系。

5.建立操作结果与竖式书写结
果的关系。

“精耕细作”还体现在为抽象的
“退位点”寻求丰富的表象支撑。
师：5 上面的圆点表示什么？
生：5 上面的圆点表示退给个

位 1 个十， 也就是从 5 捆中拿走 1
捆给个位。

……
师：5 上面的这个点，它使得什

么变了？ 还使得什么变了？
生：它使得个位上的 6变成 16，

还使得十位上的 5 变成 4。
如此等等，这样的“精耕细作”

在成人看来， 似乎没有意义：“不就
是计算 ， 告诉学生怎么算不就行
了？ ”弗赖登塔尔在《作为教育任务
的数学》一书中对此有专门论述：儿
童似乎比数学教师更容易使用这一

材料（指直观的结构化的学具，例如
本课中使用的小棒， 或者第纳斯木
块、计数器等），因为数学教师太依
赖于形式方法， 反而不善于直观学
习。
动作表征是低年级学生数学学

习的重要方式与途径， 符合学生的

认知特点与思维水平。 随着年龄的
增长， 学习过程中直观形象的成分
逐渐减少， 而逻辑抽象的成分会逐
渐增加。

借助于直观结构化材料学习计

算理解算理， 最终应达到算法的熟
练运用。这是一个长期的行为，而不
仅仅只是第一课时中的“一次性”的
行为。当前教学中，所谓的理解算理
就仅仅是一次操作学具， 一次看懂
直观图到理解竖式， 操作学具只是
片刻的装饰， 后续的练习甚至考试
中很少再操作学具、 再看学具的直
观图。因此，学生对算理仍然没有深
刻理解， 最终留给学生的仍然只是
会具体地、简单地计算，一旦涉及稍
微复杂的计算（例如连续退位），学
生仍然不会， 其根本原因仍然是没
有真正理解算理。
通过四种表征方式的紧密结合

来理解算理，不是“片刻”也不是一
节课的任务，需要经验的积累，需要
适时、适当的重复练习。 因此，在孙
老师的教学中， 练习题的设计仍然
强调运用多元表征来理解算理，而
不是出一道计算题让学生计算。 其
练习是围绕教学的目标 （运用多元
表征深刻理解算理）而设计的：将表
达同一意义的 “直观图 ”与竖式相
连、看图写竖式、在数轴上寻找竖式
的结果。练习题的内容、形式都突破
了已有的单一计算的题目， 这样的
练习题为如何借助于多元表征真正

深刻算理、 强化算理提供了一个示
范。
弗赖登塔尔说：我想应该让儿

童玩直观教学材料，他们喜欢玩多
久就让他玩多久，只要能熟练地掌
握 ，材料愈复杂 ，儿童获得的知识
也就越多。 该观点对我们的教学启
发非常大： 设计什么样的复杂的有
价值的材料， 如何让学生长时间地
玩而且玩得有价值， 我们的考试如
何在玩中考而不仅仅是试卷，等等。

四、这样做的教学价值是什么
笔算教学教会学生迅速、 正确

地计算很重要 （在计算器普及的背
景下其重要程度降低），但是学习计
算，更重要的是：发展学生对数的性
质的理解力和洞察力， 培养学生的
数感，使学生真正理解算理，同样也
承担着数学思维能力、 问题解决能
力培养的重任；积累数学活动经验，
为后续学习奠定基础。
例如在本课教学中， 孙老师就

重视在计算教学中对学生进行审题

训练：拿出符合要求的小棒。
师：用小棒演示他说的过程，我

们要拿多少根小棒？
生：拿 5 捆 6 根小棒。
师：为什么要拿 5 捆 6 根小棒？

不拿 5 捆 6 根行吗？
生：不行。 因为计算 56－18，就

是从 5 捆 6 根小棒中去掉 1 捆 8
根； 从 5 捆 6 根小棒中去掉 1 捆 8
根，就是在计算 56－18。
在日常教学中， 教师容易忽视

“为什么要拿 5 捆 6 根小棒？ 不拿 5
捆 6 根行吗”这个问题，其实，简简
单单的一个问题， 承载的是对学生
审题意识的培养， 强化数概念的深
刻理解， 这些为理解算理正确计算
作了铺垫。 又如：
师：5 上面的这个点，它使得什

么变了？ 还使得什么变了？
生：它使得个位上的 6变成 16，

还使得十位上的 5 变成 4。
借助这两个问题， 帮助学生梳

理、总结，使学生不仅对“退位点”有
丰富的表象支撑，意识到“退位点”
给个位、十位上的数带来变化，还意
识到数学上任何一个符号的背后都

有深刻的道理， 感受到数学的抽象
性、严谨性，体验借助具体事物理解
抽象问题的途径与方法。
新课改背景下计算教学的价值

是什么， 如何实现计算教学所能够
承载的教育价值， 需要我们在实践
中不断地探究总结。

（作者单位：北京教育学院） L
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三、多元表征理解算理需要长

时间强化
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