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【摘要】纵向异构“倍数和因数”一课的旨

意在于，在不同学段学习“倍数和因数”，从时

间轴上建立起学习“倍数和因数”的合理时序，

从而真正降低其学习难度，探寻学生学习的可

能性。本文主要以二年级学习“倍数和因数”

为例，基于“倍”的知识，探索“倍”“倍数”“因

数”之间的联系，通过多元表征，初步认识倍数

和因数的含义，理解倍数与因数的相互关系；

积累多元表征与自主构建概念的经验，以及探

寻概念之间关联性的思维路径。

【关键词】倍数与因数 多元表征 思维

路径

课 前 慎 思

“倍数和因数”这节课一般安排在四、五年

级教学，如果给二、三年级的学生上这节课，这

两个概念的生长点在哪里？学生能自我建构

起这两个抽象的概念吗？下移到二、三年级学

习“倍数和因数”，有何独特价值和意义？

不久前，我们“一课研究”团队选择“倍数

和因数”开展了“同课纵向异构”研究。所谓

“纵向异构”，就是同一个学习主题内容针对不

同年级的学生，设计不同的学与教的路径，以

探寻学生学习可能性的行动研究。

国内现有的教材体系一般把“倍数与因

数”安排在小学中高段，其知识逻辑起点在整

数范围内。由于整除性的概念繁多，而且彼此

联系紧密，有些概念非常容易混淆，如倍与倍

数，因数、素数与素因数等。正因如此，2001年
后试行的人教版教材将整除性的概念分散到

两个单元进行学习，把倍数和因数，2、3和5的
倍数的特征，奇数和偶数，合数和素数安排在

一个单元内学习，而公因数和最大公因数、公

倍数和最小公倍数安排在“分数的意义”这一

单元学习，一定程度上分散了难点，降低了学

习的难度。但是，由于整除性的概念相对抽

象，学生又缺少前期直观活动经验的有效积

累，学生在单位时间内高密度学习这么多数论

概念，困难仍然很大。

纵向异构“倍数和因数”一课的旨意在于，

在不同学段学习“倍数和因数”，从时间轴上建

立起学习“倍数和因数”的“合理时序”，从而真

正降低其学习难度。那么，每个时间段学习

“倍数和因数”的教学价值与意义的“异构性”

也就显现出来——

一年级学习“倍数和因数”：在学生学习了

“乘法口诀”的基础上进行，旨在探索基于学生

直观性的图式经验，通过动手操作与观察，自

主实验小正方形可否摆成长方形。在此基础

上，认识倍数与因数这两个“名字”，初步感受

倍数与因数的含义，积累直观与操作的可视性

学习经验。

二年级或三年级学习“倍数和因数”：基于

“倍”的知识，旨在探索“倍”“倍数”“因数”之间

的联系。通过多元表征，初步认识倍数和因数

的含义，理解倍数与因数的相互关系，积累多
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元表征与自主构建概念的经验，以及探寻概念

之间关联性的思维路径。

四年级或五年级学习“倍数与因数”：从

“整除性”范围出发，通过想象拼长方形的活

动，认识和理解因数和倍数，发现并掌握寻找

一个数的因数和倍数的方法及个数特征，体会

一个数的倍数与因数之间相互依存的关系。

经历“想象拼摆”和“自主探索”的概念形成过

程，发展学生的数感、思维的概括性与推理性。

“倍数和因数”同课纵向研究的价值，一方

面在于探寻学生学习的可能性，另一方面可能

为今后教材的编写带来一定的启示。据文献

查阅，国外的一些教材确实把“倍数与因数”安

排在二、三年级进行学习。

课 堂 回 放

一、多元表征，认识倍数

1. 多元表征：为什么6是2的3倍
（1）师：6是 2的几倍？6

是 3的几倍？8是 2的几倍？

15是 5的几倍？12是 6的几

倍？（根据学生的回答板贴，如

图1）
（2）师：为什么 6是 2的

3倍？

要求：请独立思考，并用你喜欢的方式记

录下来。

（3）学生多元表征并说理。

图2 图3

图4 图5
生1：我一共画了6个圆，每2个圈一份，圈

了3次，正好圈完，所以6是2的3倍。（图2）
生2:我用线段图来表示，上面的一段表示

2，下面有这样的 3段，就是 6，所以 6是 2的 3
倍。（图3）

生3：因为3个2相加正好等于6，所以6是
2的3倍。（图4）

生4：因为6-2-2-2=0，减3次刚好减完，所

以6是2的3倍。（图5）
生5：我用小方格拼长方形，2个2个地拼，

拼 3次正好拼成一个长方形，所以 6是 2的 3
倍。

生6：因为2×3=6，所以6是2的3倍。

生7：因为6÷2=3，所以6是2的3倍。

【评析：二年级的学生刚学过“倍的认识”，

对“6是 2的 3倍”这一事实是清楚的，但没有

“系统地说理表征概念”的思维活动经验。该

环节鼓励学生多元表征“为什么 6 是 2 的 3
倍”，就是让学生用自己的思维路径把抽象的

“概念定义”具象化，以达到个性化的理解，构

建起丰盈的“概念意象”，使学生真正理解“谁

是谁的几倍”。同时，通过图式与算式构建概

念的思维方式，也为下一环节抽象出“倍数”的

概念做好铺垫。】

2. 分类整理：构建知识网络

（1）整理学生作品（逐一呈现学生（1）～

（9）方法，如图6）。

图6
（2）师：这么多方法都能说明 6是 2的 3

倍，你能将这些方法分分类吗?
（3）学生自主分类，并汇报如下。

生1：分成3类，算式为一类，图形为一类，

线段为一类。

师：你为什么把线段另外归为一类呢？

生1：线段图和图形不是一种的，图形是指

6是2的3倍
6是3的2倍
8是2的4倍
15是5的3倍
12是6的2倍

图1
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长方形、圆形、正方形等。

师：其实，线段图也是图形中的一种，在你

分的基础上我们就可以分成两大类，图形和算

式。（出示图7）

图7
生 2：我分成了 3类，但我的理由不一样。

我认为（1）（2）（3）为一类；（4）（5）为一类；（6）
（7）（8）（9）为一类。因为图（1）可以用算式（2）
（3）来表示。如果把图（4）中的空白三角形 2
个 2 个地划掉，就可以用减法算式（5）来表

示。而算式（6）也都可以用图（7）（8）（9）来说

明。

师：你真能干，能将算式和图结合起来看，

图可以说明算式，算式也能解释图。

（4）小结：通过分类我们知道，这些图和

算式都可以说明为什么 6是 2的 3倍。看来，

遇到问题从多个角度思考，可以更好地帮助我

们理解。老师也把这些图和算式进行了整理，

请看——（整理成知识网络图，如图8）

图8
【评析：通过分类思维活动，厘清个性化材

料之间的关系，由学生作品（图6）—集合图（图

7）—网络图（图 8），学生在脑海中建立起多元

化又相互关联的“概念意象”，为下面抽象出“6
是 2的倍数”埋下了优良种子。同时，也使学

生初步领悟到表征概念可以从“算式”和“图

式”两方面入手。】

3. 交流说理：建构倍数概念

（1）师：6是2的3倍，还可以这样说：6是2
的倍数。像这样，你能说说其他几个算式吗？

（板贴如图9）
6是2的3倍
6是3的2倍
8是2的4倍
15是5的3倍
12是6的2倍

6是2的倍数

6是3的倍数

8是2的倍数

15是5的倍数

12是6的倍数

图9
（2）师：为什么 15是 5的倍数？你能从不

同的角度来说一说吗？

生 1：有 15个桃子，5个 5个地圈，圈了 3
次，刚好圈完，所以15是5的倍数。

生 2：用加法算式表示是 5+5+5=15，正好

加到15，所以15是5的倍数。

生 3：用除法算式表示是 15÷5=3，所以 15
是5的倍数。

生 4：用乘法算式表示是 5×3=15，所以 15
是5的倍数。

生5：因为15是5的3倍，所以15是5的倍

数。

……

【评析：该环节，学生通过思维路径的正迁

移学习，多元说理“因为谁是谁的几倍，所以谁

是谁的倍数”，完成对“倍”概念更高层次的抽

象。由“几倍数”到“倍数”的概念抽象过程能

水到渠成，归功于“多元表征”的数学思维活

动。】

二、比较交流，探索因数

1.表征说理:谁是谁的因数

（1）师：15是 5的倍数，在数学上，我们还

可以说 5是 15的因数。其他的几个你也能说

说吗？（板贴如图10）
6是2的3倍
6是3的2倍
8是2的4倍
15是5的3倍
12是6的2倍

6是2的倍数

6是3的倍数

8是2的倍数

15是5的倍数

12是6的倍数

2是6的因数

3是6的因数

2是8的因数

5是15的因数

6是12的因数

图10
（2）师：为什么说 6是 12的因数，2是 8的
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因数，5是15的因数呢？（课件出示要求如下）

① 任选一题说一说道理；

② 先完成一种说理方法，再想其他方法；

③ 小组交流并汇总。

（3）汇报交流。

生1：我们小组共选定了三种方法，我先挑

一种来说。我是通过图来说明的。例如，有12
个同样的球，每 6个为 1份，可以平均分成 2
份，没有剩余，所以 6是 12的因数。其他两种

方法由另外两位同学来说。

生2：12里面有2个6，所以6是12的因数。

生3：因为12是6的倍数，所以6是12的因数。

师：是的，如果知道12是6的倍数，那么我

们就可以得出 6是 12的因数。你能这样想问

题，确实了不起。

【评析：“因数”的学习，主要也是突出说理

过程，并再次进行多元表征，但在学习方式上

与“倍数”有所不同。该环节，先通过孩子们自

主学习和小组合作学习相结合，有选择性地对

“为什么谁是谁的因数”加以说明，再组织汇报

展示。实践表明，学生能多角度地解释说明，

并产生了“因为 12是 6的倍数，所以 6是 12的

因数”这样的逻辑说理方式。在学法指导上，

教师强调让孩子说明采用的是哪一类说理方

式（图式或算式）。有效的学法指导，让学生把

孤立的知识串联成有关联的知识链条，将学习

赋予自主构建与内化理解相结合的意义。】

2. 知识求联：建构概念网络图式

师：同学们，请你仔细回顾一下，今天我们学

习了倍数和因数（板书），不仅知道了谁是谁的倍

数与因数，而且重点研究了为什么会这样，还学

会了用这样的图式和算式（图11）来说明。

图11

【评析：从图8到图11，学生经历了二次抽

象和知识求联过程。第一次从“6是 2的 3倍”

到“6是2的倍数”，第二次从“6是2的倍数”到

“2是 6的因数”。借助于“多元表征”，从具体

的“倍”到抽象的“倍数”，再到“倍数与因数”的

互逆依存关系，学生顺利完成了思维的抽象过

程，并构建了概念网络图式，将形式的“定义”

赋予丰富的“意象”。】

三、数形结合，理解关系

（1）看图说说谁是谁的倍数或因数（图12）。

图12
生1：12是6的倍数，6是12的因数。

师：如果在图上圈出来，可以怎样圈？你

能想到几种？

生 1：上一行 6个圈一个圈，下一行 6个也

圈一个圈。

生2：12是2的倍数，2是12的因数，竖着2
个2个地圈。

生3：12是4的倍数，4是12的因数。

……

根据学生的回答，课件随即呈现各种方

案。（图13）

图13
师：想一想，怎样思考才会有序呢？

生：从小的数开始想，可以1个1个地圈，2个
2个地圈，3个3个地圈，这样就慢慢找出来了。

师：再想一想，最小的因数是几？最大的
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因数又是几呢？

生：最小的因数是1，最大的因数是12。
师：看来，可以从小到大地想，也可从大到小

地想，这样就能有顺序地写出每一种情况了。

（2）你能有顺序地写出谁是谁的倍数，谁

是谁的因数吗？（图14）
18÷（ ）=（ ）

（ ）是（ ）的倍数，（ ）是（ ）的因数。

（ ）是（ ）的倍数，（ ）是（ ）的因数。

（ ）是（ ）的倍数，（ ）是（ ）的因数。

（ ）是（ ）的倍数，（ ）是（ ）的因数。

（ ）是（ ）的倍数，（ ）是（ ）的因数。

（ ）是（ ）的倍数，（ ）是（ ）的因数。

图14
① 学生独立完成。

② 反馈：先无序、再有序。（先判断是否正

确，再比较有什么不一样）

【评析：两道开放题练习，可以让不同思维层

次的学生都能参与。开放题（1），借助直观，数形

结合，充分感知因数与倍数的相互关系。教师设

计了两个启发性的问题“你能想到几种”“怎样思

考才会有序”，让学生经历从“无序”到“有序”、从

“不全”到“全”的思维发展过程，弄清楚12是1、
2、3、4、6、12的倍数；反过来，1、2、3、4、6、12都是

12的因数。开放题（2）脱离“形”的支撑，让学生

有序地寻找18的因数，寻找策略可以多角度，从

小到大或一对一对地找因数，这样设计为四年级

进一步学习找因数做好“方法策略”的准备。】

（3）用倍数和因数造句。

① ★★
☆☆☆☆☆☆

师：你能用倍数和因数造句子，说说2和6
的关系吗？

生：2是6的因数，6是2的倍数。

师:如果再增加一个白色的五角星，你还

能说说2和7的关系吗？（出示第②题）

② ★★
☆☆☆☆☆☆☆

生：2个2个地圈，会多出1个。所以，7是

2的倍数多1。
生：我不赞同7是2的倍数，你明明都知道

2个 2个圈会多出 1个，怎么还可以说 7是 2的
倍数呢？更不能说2是7的因数了。

……

教师引导学生说理：2个2个圈，多出1个，

所以 7不是 2的倍数，2不是 7的因数。7比 2
的3倍多（或多1），7比2的4倍少（或少1）。

【评析：第①小题，通过数量之间存在倍数

关系，让学生巩固因数和倍数之间的相互关

系，学会说两句话：谁是谁的倍数，谁是谁的因

数。第②小题在原有 6个白色五角星的基础

上增加1个，通过直观感知，7除以2有余数，巧

妙地让学生领悟到 7不是 2的倍数，并试着说

出 7 比 2 的 3 倍多 1 或 7 比 2 的 4 倍少 1 等结

论。此题作为反例，扩充学生对判断一个数是

否是另一个数的倍数或因数的新认识，使学生

知道在说一个数是另一个数的倍数或因数时

须刚好分完，没有剩余。为后续“倍数和因数”

这一概念在整除范围内学习做好铺垫。】

四、回顾整理，提升方法（略）

课 后 再 思

数学概念的形成有两种，一种是同化，一种

是顺应。对小学生来说，更多的是经历概念的顺

应过程。现有教材一般把“倍数和因数”安排在

四、五年级学习，是从整数的整除性出发构建概

念的，孩子们更多的是依靠模仿与记忆构建“谁

是谁的倍数，谁是谁的因数”，缺乏“概念意象”上

的多元理解，概念以“定义”的方式形式化地存储

于学生的脑海里，这样的“概念定义”缺乏生长性

与同化性。我们思考：在二年级学习了“倍”之后，

能否安排一节“倍数和因数”课，一方面可以巩固

“倍”的概念，另一方面把“倍数与因数”嫁接到“倍”

上，顺其生长，不仅可以建立起“概念串”，也可以

有效区分概念之间的差异。本节课，我们主要通

过以下两方面，让孩子经历有意义的概念学习

之旅。
（下转第6页）
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鳄鱼嘴巴张得小。然后问学生：哪条鳄鱼嘴巴

张得开？学生说小鳄鱼的嘴巴张得开。我又

问：大鳄鱼嘴巴是那么的长，小鳄鱼的嘴巴才

那么小，你怎么能说小鳄鱼的嘴巴张得开呢？

学生马上会反驳：问题是要讨论张开度，跟边

的长短没有关系。我觉得角的概念要这样引

进，突出研究张开度的问题。

巩子坤：这就抓住角的本质了，很好。事

实上，欧几里得的《几何原本》中，角的本质说

得很清楚：两条直线相交，如果不重合的话，一

条直线相对于另一条直线的倾斜程度叫角。

我们用一点引出的两条线段构成的图形叫角，

并没有揭示角的本质；一条直线相对于另一条

直线的倾斜度，才是角的本质。

我们再来谈谈等价类。

张奠宙：等价类，就是指同一个东西有很多

种表示方式。一个事物可以有多种表示，对小学

生来说难不难？一旦把分数多种表示的问题点

穿了，再辅以现实生活中的例子，也就不难了。

推而广之，一个角也有多种表示，一条直线也有

多种表示，道理都是一样的。尤其是对优秀生来

说，更重要的是数学方法的学习。

巩子坤：张先生的意思是，要通过讲分数，

或者是讲角的概念，让小学生潜移默化地体会

到等价类的思想。

张奠宙：“等价类”这个名词不一定要说出

来，但是对小学生来说，必须知道一个事物可

以有多种表示。举例来说，一个人可以穿各种

各样的衣服，外表不同，本质都是同一个人。

这个思想我希望在教材中要体现出来。分数

的相等性质讲完以后，接下来可以告诉学生：

你在春夏秋冬所穿的衣服各种各样，但都是你

本人。一句话就点透了。这种潜移默化的数

学思想方法我们做得太少。现在提倡“四基教

学”，要在数学思想方法上下功夫。这类比较

深刻的高观点，学生不懂不影响做题，不影响

考试。但是从培养数学素养的角度看，其思想

境界就大不相同了。

巩子坤：老师首先要意识到这种思想方

法，然后才能在教学中适时渗透进去。有时

候，专家教师上课的点睛之笔，上课的味道，正

是来自他对数学的感悟，与普通教师的区别就

在于此。当然，这个等价类思想，可以写在教

师用书上，供大家参考。

张奠宙：最后问问张园老师，分数的基本

性质，改称“分数的相等性质”，你会不会反对？

张园：改了当然好。但教材要改。教材不

改，我一个人改也没有用。

首先，让孩子充分经历多元表征。对于表征，

孩子们一般有两种方式，一种用直观图示去表征，

一种用算式去表征。通过这两种不同思维形式

的多元表征，让孩子们充分理解“6是2的3倍”的

道理。在此基础上生成：6是2的3倍，我们也可

以说6是2的倍数。从精确地说“6是2的3倍”，

到模糊地说“6是2的倍数”，这样的嫁接顺其自

然，符合孩子的认知规律。我们在想：这是不是

在寻找概念形成的最有意义的过程呢？

其次，夯实“谁是谁的倍数”之后，再次引

领孩子们经历因数学习的表征过程，而这里的

学习方式略有变化，突出在独立思考的基础上

进行小组合作。通过小组合作学习，让孩子们

有选择性地再次表征：6是 12的因数，5是 15
的因数，2是 8的因数……这种表征又进一步

地巩固了这种有意义的学习。

实践证明，只要好好培育“倍”这颗种子，

哪怕是二年级的孩子，也可以健康茁壮地生长

出“倍数和因数”的枝丫。

由此可见，有意义的概念学习，必定是基

于儿童的原有“种子”之上，以及多元丰富的概

念表征之上。

（浙江省杭州市崇文实验学校，

浙江省杭州市天长小学）
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