“形符”表征数学概念的三种形式
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摘  要：表征数学概念时可以应用丰富的数学化的学具、图像、数学符号等“形符”元素，并呈现出三层水平形式：动作性形符表征能让数学概念可感、图像式形符表征能让数学概念可视、符号化形符表征能让数学概念可思，有效转译学生数学思维的表征过程，促进数学概念的深度理解。
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    表征是信息（客观认知对象）在心理活动中表现和记载的方式，既是认知过程，也是认知结果。美国著名教育家布鲁纳指出学生对新知的加工过程分为行为表征、图像表征和符号表征三个阶段。在新知教学过程中会遇到大量的数学概念，这些数学概念的表征能力和理解水平直接影响着后续的学习品质。数学概念的表征有着不同的路径，“根据教学信息载体的不同，可将教学表达分为以下几种主要讯道：音声讯道；形符讯道；动姿讯道；时空讯道；综合讯道。”【1】其中，数学化的操作学具、直观图像、抽象符号等“形符”元素的表征效度，直接影响着不同水平层次的学生对数学概念的新知加工与理解深度。
    由此，下面以苏教版数学二年级上册《认识线段》为例，围绕“形符”表征线段概念的三种形式进行教学解读与思考，与大家共同分享与探讨。
    一、动作性形符表征，让数学概念“可感”
    抽象性和概括性是数学概念的基本特征。概念的心理表征需要通过外部表征来输入或输出，对学生的概念理解带来了挑战。通过身体动作表征来认知客观世界是人与生俱来的遗传本能。瑞士心理学家让•皮亚杰指出主体动作是一切经验和知识的源泉，并将儿童思维的发展划分为感知运动、前运算、具体运算和形式运算四个阶段。许多时候学生需要借助对具体实物或数学化替代物进行实际操作，在具身的动作体验中触发数学思维和提升理解水平，从而动作性形符表征能让数学概念“可感”。
    线段是为了数学表达或研究的需要，从生活实物或社会现象中高度抽象出来的数学模型。为了更好地理解线段概念，笔者设计三次动作性形符表征活动。
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    活动1：你能想办法将桌上弯曲的毛线变直吗？
    交流揭示：像这样，把线拉直，两手之间的一段可以看成线段，两手可以分别看作这条线段的开始和结束。
    学生上台展示自己拉出的线段（长短、粗细、方向、颜色不尽相同）。
    活动2：你有什么好办法把自己创造出的线段“请”到黑板上去吗？
交流并操作：用两个吸珠分别替代左、右手，把线段“吸”在黑板上。
    追问：两个吸珠间的一段为什么都可以看成线段？
    小结：它们都是直的、有两个端点，与线的长短、粗细、方向、颜色等无关。
    ……
    活动3：描出三角形中的三条线段。
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    交流：描哪条线段时最轻松？
    小结：线段有长短。
    聚焦：要描的线段是一样的，但描出来的线段为什么有粗有细？
    小结：线无粗细，笔有粗细。
    第一次操作是基于教材例题编排的毛线拉直活动，动态揭示线段的描述性定义，动作感知线段的特征“直”且“有始有终”。第二次的吸珠操作，形象地将两手与端点进行嫁接，有效排除长短、粗细、方向、颜色等非本质属性，聚类线段外显特征“两个端点”和“直”。值得注意的是，“两个端点”并非线段的本质特征，只是为了清晰地表征出“有始有终”，意即“线段有长短”。第三次的描线段活动更是深刻地体验了本质属性“线无粗细”和“线段有长短”。于是，一系列外在动作性形符表征的知觉活动催生内隐的数学思维，动作感知点加深了概念知识点与技能点的数学理解，线段概念逐层得到清晰内化与深层建构。
    二、图像式形符表征，让数学概念“可视”
    小学生以形象直观思维为主的认知规律，表现为不同层次的思维水平。在郑毓信教授看来，学生思维活动的水平主要取决于外在刺激的程度，对此区分出动作的、图像的、和符号的三个不同的表征水平，其中图像表征是指具体物消失时学生能依据实物的影像在头脑中制作心像来进行内在的思维活动。【2】特别地，三种表征水平并非纯粹线性关系、完全割裂，体现为相伴相生、辩证融合，共同作用并服务于数学学习。外化的图像式形符表征即能刺激学生内在的心智活动，也是学生头脑中心像的具体化表达，直观理解概念，实现数学概念的“思维可视”。
    例如上述教学片断中，“毛线拉直”时学生“看见”了线段图像的雏形，吸珠活动则在头脑中表征生成半抽象式的线段图象，而描三角形中的线段直观呈现图式，体悟“线无粗细”“线段有长短”的抽象内涵。
    在进一步抽象出线段的符号模型之后，笔者设计了两次在头脑中制作心像的内在思维活动。
    活动1：请大家闭眼想象一下线段的样子，你在脑海中“看到”了什么？
    学生闭眼想象、交流分享。
    师：请大家睁大双眼看向老师，有没有发现此时在你和我的双眼之间就有一条线段？
    学生想象、思考，慢慢地爆发出“看见了，我看见线段了”的声音。
    交流小结：一个端点是老师的眼睛、另一个端点是自己的眼睛，两个端点之间的目光是直直的，形成一条线段。
    活动2：当老师走近一点、再走近一点，或者走远一些、再走远一些，你有什么发现？
    生：我和老师两眼之间的线段变短或变长了。
    图像式形符表征可以分为两类，一类是外显可视的直观图像，一类是内隐制作的心智图像。它们透过现实视觉或虚拟视觉，促进概念理解。闭眼活动，学生在头脑中固化并强化了线段的图像模型。睁眼行动，则脱离具体的实物与模型，借助想象展开内在思维活动，在脑海中从“有形”走向“无形”，“看见”老师和学生之间“无形又有形”的线段，既体现数学学习有趣、有意思，又进一步体会“线无粗细”和“线段有长短”，实现线段概念的意义认知与深度抽象。
    三、符号化形符表征，让数学概念“可思”
    数学符号是基于数学理解的基础上抽象而成的，符号化表征体现数学学习的高阶思维。张奠宙教授在《小学数学教育概论》中表示：数学概念是客观世界中数量关系和空间形式的本质属性在人们头脑中的反映，它是用数学语言和符号揭示事物共同属性的思维形式。然而，“基于概念本身、学生的年龄特征与心理特征及学习水平，在小学阶段有许多的概念难以说得清、道得明，甚至只能意会难以言传，或者有些严谨的术语对于学生而言理解难度较大，所以一些概念不宜定义或难于定义。”【3】此时，符号化形符表征概念便能实现与动作性形符表征、图像式形符表征之间的自由转换。
    例如，教材例题便直接给出了线段的符号化形符，传递出线段概念的清晰样态。所以先让学生画出心中的线段，自主调取线段的个性化理解,实施思考与表征，端点的表示方式只是形式化的表达，从而外化出来的即是线段的图像式表征、又是线段的符号化表征。
    再如，想想做做第5题：在每两点之间画一条线段，你能画出几条？
    观察思考：如何连线不易重复和遗漏？
    交流连线：给4个点分别标上序号1、2、3、4，有序连出线段。
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    思考讨论：如何记录表达你连出的所有线段？
    集体交流：线段1-2、线段1-3、线段1-4、线段2-3、线段2-4、线段3-4。
    上述教学片断，学生经历了两次符号化形符表征的历程，接受了两次数学思维的冲突与考验，彰显了符号化思想。第一次冲突是为了言语表达与有序连线的需要，四个点用“1”“2”“3”“4”符号化命名，带来思维便利，并且与4个数中选两个组成两位数建立图式关联，实现了第一次平衡。第二次冲突是如何清晰记录并表达所连六条线段，实现了将思考过程从言语表征向符号表征的转译，完成意义重组。类似“线段1-2”的符号化形符表征的形态虽然不尽完美，但却是学生运用数学符号进行的思维操作，实现了思维有序，并且传递着线段“从点1始、至点2终”的数学概念信号，标志着主体思维已经能达到较高的抽象水平。
    事实上，三类思维水平层次的动作性形符表征、图象式形符表征、符号化形符表征在不同的学习阶段体现不同的应用价值，只有因需要而选、因适合而用，才能降低学生的认知负荷，从而提升教学实效，促进学生数学思维的有向发展。
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