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《义务教育数学课程标准（2011年版）》明确提

出运算能力是十大核心概念之一。从它的定义来

看，运算能力是指根据法则和运算律正确地进行运

算的能力；从它的地位来看，运算能力是数学基本

能力之一，是每个人必须具备的素养之一，是理解

数学与生活实际联系的途径之一，在数学学习中占

有较大比重，发挥重要作用；从它的作用来看，培养

运算能力有助于学生理解运算的算理，寻求合理简

洁的运算途径解决问题。由于整数、小数、分数自

身具有不同的特征，它们可以用多种方式进行表

征。因此，本文采取案例分析法，首先对小学数学

教材中数及运算的多元表征进行归纳，再从多元表

征的关联和转换揭示数学运算本质。

一、数学多元表征

“表征”在《辞海》中的解释为，“揭示；阐明。也

指事物显露在外的征象”[1]。帕尔默（S.E.Palmer）从
认知心理学的观点指出，表征一般是指用某一种形

式（物理的或心理的）将一种事、物、想法或知识重

新表现出来。因此,一定存在一个“表征”世界,也必

定存在一个“被表征”的世界。表征的含义，即指在

这两个世界的特征或元素之间有一种对应的关

系。 [2]多元表征指的是信息如数学概念或数学问

题，通过心像码的建构过程，对信息进行编码和形

成多种转译，从而形成对信息的多元化的表征。数

学教育的多元表征主要有以下几种分类方式。[3]爱

里克斯（Alex）和迈克尔（Michael）认为数学表征可

以分为文字表征( verbal representation) 、数字表征(
numerical representation ) 、图形表征 ( graphical rep⁃
resentation) 和代数表征 ( algebraic representation) 四
类。徐斌艳认为数学表征可以分为形式化表征、图

像化表征、动作化表征和语言化表征四类。 [4]莱什

（Lesh）等结合数学学科的特点，扩展了数学多元表

征的含义，将数学学习的外在表征分为五种类型：

口语、图像、书写符号、操作、真实情景，并指出数学

多元表征系统间转换与转译的重要性。[5]

根据我国现行小学数学教材内容的呈现方式

以及已有研究中对数学表征的分类，本研究将小学

数学多元表征归纳为实物表征、图形表征、语言表

征、算式表征。实物表征指解释学习内容或问题的

真实世界的实际物品，如用小棒、水果的个数表示

数；图形表征是指用具有一定结构的直观图形表示

数量或数量关系，如小棒图、数轴图、线段图等；语

言表征是根据数学知识的意义表征数量关系，如有

12名学生，1/3是女生，女生有多少人；算式表征在

小学数学阶段包括十进制数表征、竖式表征、运算

律和法则表征等，其中十进制数表征不仅表示数，

而且还可以表示算式如 abcde=a×10000+b×1000+c×
100+d×10+e×1。每种表征具有各自的特点，虽然不

[摘 要] 运算能力是小学数学关键能力之一。从多元表征出发，采用案例分析法，对整数、小

数、分数及四则运算的实物表征、竖式表征、十进制数表征、语言表征、图形表征之间的关联

与转换进行研究，挖掘小学数学运算本质。结果表明，知识有多种表征方式，可以从多角度

思考问题。另外，不同的表征方式具有不同的作用，用多种形式表征运算，并注重各种表征

之间的关联与转换，会更加深入地理解运算的本质。
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同的数学内容都具有最适合自己的表征方式，但是

相对于单一表征，多元表征具有互补功能，教师在

教学过程中若注重加强多元表征之间的联系与转

换，就会对学生理解数学算理、掌握数学算法产生

直接的影响。

二、用多元表征探究小学数学运算

数的运算前提是数的认识。在数的认识中，教

师经常会借用实物表征帮助学生认识数，再通过十

进制数表征去理解数学运算的算理，进行竖式运

算。下文将从整数的乘除、小数的四则运算、分数

的乘除法出发，分析这些运算的十进制数表征、竖

式表征、图形表征与语言表征及其表征之间的关联

和转换，体会多元表征对数学运算的重要性。

（一）整数运算：十进制数表征与竖式表征的

转换

整数乘除法是数学运算的重要组成部分，是学

生容易出现错误的知识点。比如有的学生在34×12
的竖式中会出现以下错误（见图 1），他们会把 12中
的 1看成是 1个 1，而不是 1个 10，从而出现 34×12=
34×2+34×1的错误，这是因为学生头脑中根本就没

有十进制数的概念，没有注意到十进制数包括数位

和数位上的个数。如果学生将十进制数表征和乘

法竖式表征联系在一起，他们就能明确 34×12竖式

中每一步的算理，其中竖式中的 1用十进制数表示

应该是10，即34×12=34×（10＋2）＝34×10+34×2，所
以竖式中 12的十进制数表征应该是 10＋2，34与 1
个10相乘应该是34×10=340。

十进制数在整数除法竖式运算中具有更突出

的作用。如果没有将整数除法竖式和十进制数关

联起来，会出现一些常见的错误，比如图2中2018=2
1000+10 1+8 1，学生在千位上试商时，千位上

有 2个 1000，它的意义是“2个 1000除以 2，商几个

1000”，商 1个 1000。学生在百位上试商时，百位上

有 0个 100，因此除以 2商是 0个 100，商 0。学生在

十位上试商时，十位上只有一个 10，它的意义就是

“1个 10除以 2，商几个 10”，显然没有答案，只能商

0，因此这个 10退到个位，个位拥有了 18个 1，18除
以2商几个1，商9。如果学生明白了2018的十进制

数表征并与除法竖式表征联系起来，就不会出现图

2的错误。综上所述，教师在强调整数除法运算法

则时要将十进制数的表征与整数除法竖式表征结

合起来，加深学生对算理的理解。

从十进制数表征的角度考虑整数除法竖式运

算时，可分别考虑不同数位的商。如图 3左边的竖

式，先在十位上试商，5个 10除以 4，商 1个 10；再在

个位上试商，12个1除以4，商3个1。然后把二者求

和得到答案13。为了简洁起见，在小学数学教学中

大多以图 3中右边的竖式，用数位线更清晰地呈现

出整数除法竖式表征与十进制数表征的关系。在

简化的写法中，我们应该注重商的数位。

（二）小数运算：十进制数表征与算式表征的

关联

小数的表达遵循十进制数的原则，每个小数除

了数字本身外，还结合其所在的位置表示一定的数

值。为此，加强十进制数的表征可以帮助学生理解

小数的含义。例如，42.195中 4表示 4个“10”，2表
示 2个“1”，1表示 1个“0.1”，9表示 9个“0.01”，5则
表示 5个“0.001”，即 42.195=4×10+2×1+1×0.1+9×
0.01+5×0.001，这样便把 42.195表示的十进制计数

单位和计数单位上的个数都展现出来了。这样的

十进制数表征方式是小数四则运算法则的基础。

1.小数加减法中十进制数表征与算式表征的

关联

小数加减法的运算法则是：先把小数点对齐，

再从右往左把两个小数相同数位上的两个数依次

相加减。十进制数表征中数位及其个数是关键，在

十进制数中进行加减法时，要求我们

把相同数位的数字进行加减。这两者

的本质是一致的。但是在实际教学

中，当进行两个不同位数的小数加减

法竖式计算时，学生往往会出现对齐

右边第一个数，而不是对齐小数点的

错误（参见图4）。
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图 4中小数竖式计算错误的原因，可能是学生

受之前学习的整数加减法的负迁移的影响，只是机

械地模仿末位对齐，学生并没有把十进制数与小数

加减法的竖式计算进行关联。学生不理解 4.82中
的 4 表示 4 个 “1”，8 表示 8 个 “0.1”，2 表示 2 个

“0.01”。2.4中的 2表示 2个“1”，4表示 4个“0.1”。
所以不知道 4.82中的 4和 2.4中的 2有相同的计数

单位“个”，在相同的数位上，应该对齐相加；同理，

4.82中的8应该和2.4中的4对齐后再相加。

此外，在小数加减法的运算中采用十进制数表

征与竖式表征结合，还有助于突破教学中的难点。

被减数与减数的小数数位个数不同，是小数减法教

学中的难点。5.3－3.45（如图 5），被减数百分位上

没有数字，而减数的百分位上却有 5。根据小数的

性质，便可以在被减数的百分位上添 0使它与减数

保持相同的位数。再根据十进制数表征分别找到

被减数与减数中相同数位上的数进行相减。通过

此题，将学生不容易理解的知识点用不同的多元表

征呈现，即将十进制数表征与小数减法竖式表征结

合，帮助我们有效突破教学中的难点，使得学生更

容易理解。

2.小数乘除法中十进制数表征与算式表征的

关联

小数乘法的运算法则是：先按照整数乘法算出

乘积，再点小数点；点小数点时，看乘数中一共有几

位小数，就从积最右边起数出几位，点上小数点。

学生在初学小数乘法时，容易把结果中的小数点遗

忘或点错位置。如42×0.97=40.74，学生易把结果写

成 4074。学生出现这种错误是因为没有真正理解

小数乘法的算理，没有将小数与整数之间进行转

化。为加强学生对此转化的理解，可以借助算式

42×0.97=42×97÷100，帮助学生理解乘法运算过程

和结果中小数点位置的移动。

又如，请根据 8.6÷3的竖式，写出除法算式：被

除数＝商×除数＋余数。除数是整数的小数除法运

算步骤：先按照整数除法的法则去除；然后商的小

数点要和被除数的小数点对齐；最后除到被除数的

末尾，留下余数，见图 6。学生在答题时，经常出现

的错误是写成了 8.6=3×2.8+2，忽视了竖式中余数 2
的数位，把余数2误以为是整数2。但是如果把8.6÷
3的竖式写成如图7所示，即在小数点处画一条数位

线，就可以更清晰地为我们呈现出小数除法竖式表

征与十进制数表征的关系，学生就很容易发现竖式

中余数 2的数位是十分位，即余数是 0.2。由此可

见，通过一条数位线把小数的十进制数表征、竖式

表征、算式表征之间建立联系，可以有助于加深学

生对带余数小数除法运算法则的理解。

（三）分数运算：语言表征与图形表征的转换

分数的几何意义可以理解为，用一个几何测度

B做标准（度量单位）去度量一个几何体A，如果量

了几次恰好量尽，就可以用一个整数去表示度量的

结果。如果不能恰好量尽，可以把B分成n等份，用

其中的一份作为新的度量单位去度量A，如量m次

恰好量尽，那么A包含将 B分成 n等份后的m份。

如果仍用B做度量单位表示度量A的结果，就得到

了形如 m
n
的数。

如果将原始度量单位B看作单位“1”，那么分数

m
n
，就是将单位“1”等分为 n份后，表示m个这样的

一份的数。其中一份数作为新的度量单位 1
n
，叫作

分数单位。 m
n
的分数单位是由分母来决定的，分子

m是A包含的分数单位的个数。例如：用单位“1”B
去度量A（见图 8），当B（1m）无法度量A时，如果将

图 8
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B（1m）三等分之后可以度量A，那么 13 m就是新的

度量单位，即分数单位。A包含2个分数单位。

由此可见原度量单位，即单位“1”、新度量单位

即分数单位、分数单位的个数这三者是分数认识的

主要因素。分数认识中，用图形表征单位“1”、分数

单位、分数单位的个数，可以帮助我们理解分数的

意义和解决分数运算问题。

如，分数除法运算中，为什么只需运用“颠倒相

乘”的方法就能求得答案？运用上述法则进行除法

运算不难，但要解释为什么法则成立，还需借助除

法运算的实物表征、语言表征和图形表征的关联和

转换。我们将分数除法问题转换为实物表征，假设

34 L（升）的果汁质量是 25 kg，1L果汁有多重？由除

法的语言表征可知，果汁的质量÷容积=1L的质量，

即 25 ÷ 34 ，用图形表征为图 9。借助除法的图形表

征，我们先得到 14 L果汁的质量是 25 ÷ 3，而 14 L果
汁的质量的 4倍就是 1L果汁的质量（ 25 ÷ 3）×4，即
25 ÷ 34 =（ 25 ÷ 3）×4= 25 × 3 ×4= 2 × 45 × 3 。

在分数除法运算中，多元不同表征元素间的联

系和转换帮助我们一步一步探索运算规律，发现运

算规律，进而概括出抽象的算法，并理解、掌握运算

法则，提高运算能力。

三、启示

在现实教学中，众多一线教师已经发现了数形

结合是有效解决数学问题的一种思想方法，其实，

数形结合只是多元表征关联与转换的一种形式。

多元表征内涵丰富，形式多样，只有当教师充分意

识到多元表征的价值，才能更准确地理解数学运算

的本质，有利于数学运算教学，从而有助于学生正

确理解数学运算法则和算理，有助于拓展学生寻找

解决问题的途径，有助于培养学生的数学思维

能力。

另外，本文对整数、小数、分数及其运算的竖式

表征、十进制数表征、语言表征、图形表征之间的关

联与转换进行研究。研究结果表明，不同的表征方

式具有不同的作用，注重各种表征之间的关联与转

换，尤其是在运算教学中，注重十进制数表征与数

运算的竖式表征之间的关联与转换，能够更好地揭

示小数、整数四则运算法则的本质，帮助教师突破

运算教学中的难点。对于分数，它的图形表征与语

言表征、算式表征的结合和转换非常重要，能够促

进学生多方位、多角度理解抽象的运算法则和运算

律，从而有效提升运算能力。

综上所述，小学数学运算的多元表征既是数学

知识内容的一部分，又是解决小学数学运算问题的

思想方法，同时也是促进学生理解数学运算重点难

点的重要途径。即使随着时代的变迁，计算器等设

备逐渐普及，但是运算能力一直都是处于数学学习

重中之重的地位，它不仅承担着应用生活的功能，

还对学生思维等方面的能力有促进作用。因此学

好运算是人类必须具备的能力，同样理解好运算的

多元表征也是教师教学的重要前提。▲
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