高三小专题复习课《再探函数零点问题》教学设计
常州市第五中学  张志勇
纵观近几年的高考及模考试题，零点问题往往是函数压轴题中的常客，此类问题将函数、不等式、方程等知识综合在一起，能有效区分出学生在数学能力上的不同水平，故而广受命题者青睐。从知识层面看，零点存在性定理是解决这类问题必不可少的工具，而应用该定理的关键在于“找点”，即构造异号的函数值，这是颇具技巧性的一步。本节课通过图像趋势观察（取势）、放缩本质思考（明道）达成优化解题方案（优术），从而在掌握一类题的解法过程中学会思考、学会解题，正如波利亚所说，“掌握数学就意味着学会解题”。
◆情境创设




引例（2020年苏锡常镇一模13题）、若函数在定义域上的值域为，则的取值范围为         。
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【设计意图】本题在转换为在上有两解后，有两个基本思路：


方案一、数形结合，式考察与的图象关系，通过“形”判断趋势范围，通过“数”刻画界点取值（相切），讲解方案一的目的在于突出“形”的认识；






方案二、分离参数，考察方程，关键是绘制出函数的图象，求导只能判断单调性，还需要借助趋势分析得出渐近线（时，。从而结合函数图象得出结论，当然要证明时方程有两解，还需要进一步的数学推演。
【复习梳理】




1、零点定义：对于函数，把使的实数叫做函数的零点。






2、等价关系：方程有实数根函数的图象与轴有交点函数有零点









3、零点判定（零点存在性定理）：如果函数在区间上的图象是连续不断的一条曲线，并且有；那么，函数在区间内有零点，即存在，使得，这个也就是方程的根。
◆数学探究


问题1、求证：时，方程有两解。
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【趋势分析】








从零点存在定理的应用角度，关键在于“找点”，即在区间、分别找出位于直线上方和下方的两个点，其中有困难的是找出中位于下方的点，从图像角度看要足够大并且与有关。
【尝试突破】


方案1、要证，只要证


令，设





由∴在上递增∴∴


方案2、要证，只要证
【回顾梳理】
上述解题方案中涉及的不等式的放缩。



方案一中，如果设，则有



方案二中，如果设，则有






结合图象可以找到更多的放缩方法，如、等，但需保证所找的函数在的上方，不能放缩“过度”。前面方案中用的两种放缩其实都等价于，而这个不等式与证明过程中出现的、也是等价的。
【原理探寻】




导数中最常见的两个切线放缩，即、（方天画戟），理论上可以用任何一种切线来放缩，考虑到计算方便性，我们常常简化为、进行操作，再通过换元的方法可以派生出各种形式的放缩。

（1）、


、
（2） 

、


问题2、求证：时，函数有两个零点。
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略解：考虑设，则，


而证实两个零点时，如果套用公式，可以用函数来放缩，考虑到运算简化则可以直接用来逼近。
◆拓展应用



例1（2019年南京三模试题19改编）、关于的方程有两个不等的实数根，求的取值范围。




略解：，令，则




则在上递增，在上递减，且

说明：简单讲一讲思路2，突出两种解法的对应关系；另外本题中可介绍一下排除部分点的做法，如取。

◆活学活用


练习1、已知函数有三个零点，求实数的取值范围。



略解：，设





则∴在递减，在递增，在递减




由极小值，极大值，故而时，有三个零点
证明如下：




∵∴在上有解；




∵∴在上有解；





∵∴在上有解。

练习2、已知函数。


（1）若，证明：函数有且只有一个零点；


（2）若函数有两个零点，求实数的取值范围。





略解：，设，则




设且∵∴递减




∴在上递增，在上递减，且



∴时，有两个零点，证明如下：





∵∴在上有解；




又时，∴，又



∴在上有解。
◆回顾总结
1、图象观察，明辨趋势


从图象入手，可以打开思路。找“点”问题实质上是一种放缩，我们需要弄清函数的变化情况，尤其是当趋向于0、时函数值的趋势，也就是函数的极限情况，对问题的答案了然于胸。
2、切线放缩，有章可循
借助两个基本不等式，将指对数函数放缩为一次函数。具体放缩时，需要考察给定函数表达式的结构特征，与熟悉的代数公式产生联系。
3、放缩有度，分清主次





[bookmark: _GoBack]函数表达式中，各部分对函数变化趋势的影响是不同的，需要明晰决定函数变化趋势的部分。如对于函数而言，当时，；当时，。放缩的过程就是舍掉部分元素，将不好解的不等式转化为好解的不等式。但要注意的是，找“点”实际上是对函数阶的考量，所以放缩不能改变函数整体的相对变化趋势（极限）。
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