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　　数学学习中，基础知识和基本技能构成学生

的“知识基础”，蕴含其中的基本思想和方法形成

学生的“思维与能力”，过程中所体现的学习品质

与学习心理构成其“人格意志”，而学生的主体性

通过教学的“再创造”与数学应用来加以体现［１］．
相应地，数学教学设计也就包含了“知识立意”“能

力立意”“人文立意”这三个维度，其本质就是教学

设计的目标定位，这恰好与课程标准目标的“知识

与技能”“过 程 与 方 法”“情 感、态 度 与 价 值 观”［２］

这三个维度相呼应．
高中数学教学立意的高低取决于教 师“理 解

数学”“理解学生”的能力．表面上看，“知识立意”

仅着眼于知识学习与技能训练，“能力立意”重点

关注学习中思维能力的提高．如果教师能透过 知

识去挖掘其中蕴含的基本数学思想，就能突破“知

识立意”的框框而上升到“能力立意”．如果教师能

进一步关注学生经历和体验数学发现的过程与乐

趣［３］，在知识学习与能力培养的过程中融入“人文

立意”，就能启发学生逐步揭示问题的本质，形 成

数学素养，不断从中获得发展．实施高立意的课堂

教学必须要从低起点入手［４］，以 学 生 已 有 认 知 基

础为出发点，以数学知识背景以及概 念、定 理、法

则、公式等的逻辑意义与内在联系的把握为前提，

在旧知识的运用、知识载体的选取、教学情境的设

计、数学问题的层次、学生错误的分析、数 学 思 维

的延伸、学生想法的利用、师生的交流互动等方面

加以精心设计，使得学生逐步领悟知识内在的 数

学思想与方法，不断挖掘与体验其中蕴涵的科 学

方法、理性思维过程和价值观资源［４］．
为了进行基于教学立意分析的高中数学课堂

教学的评价，我们以具体课堂教学设计的反馈 与

评价为抓手，从中得出相应的评价标准，为进一步

开展教学立意评价、提升教学立意奠定基础．

１　课堂教学设计的反馈评价

以“数学归纳法［５］”的 教 学 立 意 评 价 为 例．在

此以前，学生已经学习了合情与演绎推理、直接与

间接证明等内容．教材的安排完全合乎数学 的 逻

辑顺序，因为数学归纳法集归纳（但不同于一般）
与证明（用有限来证明无限）于一身，具有内容的

抽象性与 逻 辑 的 严 密 性．因 此，教 学 着 重 关 注 两

点，一是化抽象为形象的情境设计，较好的做法是

采用“多米诺骨牌游戏”来实现，二是将严密性逐

步分解的过程设计，这是最大的难点．相应的评价

也立足于两点，一是数学归纳法的本质揭示 是 否

深刻，二是学生的理解是否到位．前者基于知识与

能力的立意，后者基于“以生为本”的立意．
下面给出了 学 生 数 学 基 础 较 差 的 Ａ班 和 基

础较好的Ｂ班的教学实录，以便比较与评价．
１．１　Ａ班的教学与反馈评价

（１）问题引入　已知数列 ａ｛ ｝ｎ ，ａ１＝１，ａｎ＋１＝

ａｎ
１＋ａｎ

，求通项ａｎ．计算可知ａ２＝１２
，ａ３＝１３

，ａ４＝

１
４
，并归纳猜想得ａｎ＝１ｎ．

如何证明？

反馈评价　问题起点较 低，学 生 既 能 动 手 计

算又能获得猜想，学习气氛较活跃，可见问题设计

合乎学生的认知基础，先归纳后猜想激发了 学 生

的思维．
（２）知 识 学 习　作 出 解 释：ａ１＝１符 合 猜 想，

若假设ａｋ＝１ｋ
，可 知ａｋ＋１＝

ａｋ
１＋ａｋ＝

１
ｋ＋１

也 符 合

猜想，故猜想正确．直接给出数学归纳法的定义并

板书证明步骤，学生看书理解．
反馈评价　从反应来看，少 数 学 生 能 大 致 听

懂．教师既不采用“多米诺骨牌游戏”这一形象载

体，又不详 细 分 析 定 义 与 证 明 步 骤，实 在 出 人 意

料．经询问，其原因居然是节省时间以增加模仿与
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练习．这样 真 的 能 加 深 理 解 并 有 助 于 掌 握 方 法？

难道教师不清楚自己学生的知识与能力基础吗？

（３）方法运用　若等比数列 ａ｛ ｝ｎ 的公比为ｑ，用
数学归纳法证明ａｎ＝ａ１·ｑｎ－１对于一切ｎ∈Ｎ＊ 都成

立．教师讲解并板书要点．再用数学归纳法证明１２－
２２＋３２－４２＋…＋（２ｎ－１）２－（２ｎ）２＝－ｎ（２ｎ＋１）．讲
解板书后，让学生感受规范的证明步骤．

反馈评价　两个例子由易 到 难，前 者 的 知 识

背景学生 较 熟，尚 能 简 单 应 和，后 者 就 难 以 下 手

了．而教师的讲解与板书均较简单，大多学生只是

安静地听，其 思 维 状 况 不 得 而 知．此 情 此 景 倒 也

“合乎情理”．
（４）深化理解　练习：①对一切ｎ∈Ｎ＊，比较

２ｎ，ｎ２ 的大小；②利用数学归纳法证明“凸多边形

对角线的条数是１
２ｎ
（ｎ－３）”时，ｎ的 第 一 个 取 值

ｎ０ 应当是　　　　　 ．接着判断：１＋４＋７＋…＋

（３ｎ－２）＝１２ｎ
（３ｎ－１）的证明方法（注：用等差数

列求和来代替递推过程）是否数学归纳法？

反馈评价　练习的设计目的是为了强调归纳

奠基这一基本步骤．对于①，经引导得 出 了 结 果．
对于②，学生回答错误．判断的设计目的是为了强

调归纳递推这一重要步骤，但学生的理解已是 一

片模糊，何谈“伪证”．故教师只能“一言堂”，也无

心启发与引导了．
（５）灵活运用　分别给出两个难度更大的 问

题（具体略）．
反馈评价　此时学生一片 寂 静，只 有 教 师 的

讲解板书．显然，本节课的教学要求与难度均相当

得高，学生的主动参与和师生互动的程度均不高，
犯错的机会也很少，更不用说情感体验了．
１．２　Ｂ班的教学与反馈评价

（１）情境引入　先讲两个故事：①甲 学 写 字，

只学了一、二、三，便以为学会 了．一 天，其 父 让 其

写请帖，只 见 甲 满 头 大 汗 地 划 着 横 线，并 不 停 念

叨：“姓什么不好，偏偏姓万”；②乙有四个儿子，前
三个分别叫一毛、二毛和三毛，第四个叫什么？再

判断真假：①已知 ａ｛ ｝ｎ 的通项ａｎ＝（ｎ２－５ｎ＋５）２，
易知ａ１＝１，ａ２＝１，ａ３＝１，ａ４＝１，则ａｎ＝１；②若

ａｎ∈ １，２，４，｛ ｝８ ，则ａｎ＝２ｎ－１（ｎ≤４）．之 后 说 明 完

全归 纳 法 与 不 完 全 归 纳 法 的 区 别 及 归 纳 法 的

含义．
反馈评价　两个情境呈 现 时，学 生 表 现 非 常

活跃．但情境显然指向学生已学的归纳法，这对本

节的学习有多大作用？

（２）知识学习　已知数列 ａ｛ ｝ｎ ，ａ１＝１，ａｎ＋１＝
ａｎ
１＋ａｎ

，求通项ａｎ．经计算，学生归纳猜想ａｎ＝１ｎ
，

是否正确？验证知ａ５＝１５
，ａ６＝１６

，ａ７＝１７
，但 不

能无限验证．那么，如何用有限的步骤去证明无限

呢？教师播放“多米诺骨牌游戏”视频，引导 探 讨

骨牌全部倒下的条件．学生仅回答出条件（２），教

师补充条件（１），进而完整归纳并用表格呈现游戏

与数列问题的相似性（提示递推关系）：

多米诺骨牌游戏的原理 数列问题的原理

（１）第１张牌倒下 （１）当ｎ＝１时猜想成立

（２）第ｋ张 牌 倒 下 使 第ｋ

＋１张牌也倒下

（２）假 设ｎ＝ｋ时 猜 想 成

立，则ｎ＝ｋ＋１时 猜 想 也

成立

根据（１）（２），可 知 所 有 牌

全倒下

根 据 （１）（２），可 知 猜 想

成立

接着，给出数列问题的完整证明，并提出用数

学归纳法证明与正整数有关命题的一般步骤：

①（归纳奠基）当ｎ＝ｎ０ 时，命题成立；

②（归纳 递 推）假 设ｎ＝ｋ（ｋ＞ｎ０）时 命 题 成

立，证明ｎ＝ｋ＋１时命题也成立．
综合①②，可知命题对任意正整数都成立．
最后，用流程图表示数学归纳法的证明步骤．
反馈评价　从归纳猜想 到 验 证 无 限，易 使 学

生产生认知冲突，可惜这层“纸”是由老师捅破的．
面对学习障碍，运用视频引导既形象又合理．但遗

憾的是，在条件的探讨中未让学生充分领悟，在相

似性的类比中也未让学生体会其中的递推 关 系，
在得出数学归纳法的证明步骤中更未让学生充分

理解如何实现从有限到无限的转化．或许教 师 以

为这些都是容易理解的．
（３）方法运用　尝试证明：１２＋２２＋３２＋…＋

ｎ２＝ｎ
（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

６
（ｎ∈Ｎ＊）．接着提问，学生１表

示不会，学生２写出了ｎ＝ｋ＋１时的相应命题却用

分析法证明，学生３仅写出ｎ＝ｋ＋１时的递推式
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１２＋２２＋３２＋…＋ｎ２＋（ｎ＋１）２＝ｎ
（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

６ ＋

（ｎ＋１）２．之后，教师讲解并板书．
反馈评价　生１不会是因为没有理解，生２用

分析法的深层原因是尚未真正理解递推本质，生３
抓住了关键却无法解决，三人的表现均是前面处理

不到位所致，上述遗憾不幸成为现实．教师居然未

板书结论，说明其意识到了问题并感到了紧张．
（４）深化理解　用数学归纳法证明：①１＋３＋

５＋…＋（２ｎ－１）＝ｎ２；②２２＋２３＋…＋２ｎ＋１＝４（２ｎ

－１）．板演讲评后，给出②的另一证法（其中第二

步不用递推而采用等比数列求和），来强调归纳递

推的重要性和数学归纳法的伪证．最后，呈现１＋
３＋５＋…＋（２ｎ－１）＝ｎ２＋１的证明过程（缺第一

步），来强调归纳奠基的必要性．
反馈评价　学生暴露了许多问题，诸如“命题

成立”“假设”“命题也成立”等关键词语缺失，结论

缺失，归纳递推步骤不会推导，这些问题是上述遗

憾的自然延伸．当然，“亡羊而补牢，未为迟也．”教

师后续的设计比较合理，问题选择的针对性也 较

强，应有助于学生的理解与掌握．

（５）灵活运用　用数学归纳法证明：１－１２＋

１
３－

１
４＋

…＋ １
ｎ－１－

１
ｎ＝２

（１
ｎ＋２＋

１
ｎ＋４＋

…＋

１
２ｎ
）（ｎ为任意正偶数）．强调对于偶数，应由ｎ＝ｋ

来证明ｎ＝ｋ＋２时命题也成立．
反馈评价　因时间紧张，在 学 生 简 单 思 考 后

就进行了讲评与强调．设想一下，若直接删除教学

环节⑴，环节⑵处理更精细些并弥补上三个遗憾，

环节⑶更详细些，则学生的理解与领悟的时间就

会更多些，相信教与学的效果也会更好些．

２　高中数学教学立意的评价标准

前面分别对Ａ，Ｂ班教学中的情境引入、知识

学习、方法运用、深化理解与灵活运用这五个环节

进行了相关评价．在此基础上，我们将进一步对情

境环节中的认知基础与情境设计进行考察，对 知

识学习、理解、应用环节中的问题分析、典例呈现、

教师牵引、学生思维进行分析，并从整体上对思想

方法、学生体验进行评价，最终得出基于教学立意

分析的评价标准．

２．１　认知基础的契合度

上述Ａ、Ｂ两个教学设计均从同一问题 出 发

研究，是因为其起点较低，合乎学生的认知基础与

实际思维水平，学生均能参与计算、归 纳、猜 想 并

引发思维．因数学归纳法的内容过于抽象，故“多

米诺骨牌游戏”视频即可提供一个形象的“铺垫”
与类比的对象．Ａ班教学中直接引出数学归纳法

原理，这与学生的认知基础相距甚远，说明教师太

不了解学生．我们应以较低姿态走向学生，努力从

学生的认知基础出发，不能在学习的起点就 脱 离

学生 的 实 际 而 变 相 地 抛 弃 学 生．与 此 相 反，Ｂ班

“学写字”等四个小情境的认知基础又过低，对本

节内容的学习无多大作用，实乃多此一举．
２．２　情境设计的合理性

数列问题既不偏离学生认知的“最近发展区”，

又能引发认知冲突，可谓是本节知识学习与发展的

良好“激发点”．而“多米诺骨牌游戏”情境能较好地

承载数学归纳法的想象与类比功能，合乎教学要求，
适于知识生长与学生学习．Ｂ班中“学写字”等四个小

情境引发了非常热烈的课堂气氛，但对本节学习而

言，认知水平过低，而最关键的是指向错误，其合理

性有较大欠缺，说明教师对数学归纳法的理解存在

一定偏差，这在后续的遗憾中得到印证．
２．３　问题分析的激发度

由于教师的理解偏差，认 为 学 生 容 易 理 解 只

需套用即可，故两班教学中更多的是直接告 知 或

稍加引导．笔 者 认 为，在 归 纳 猜 想ａｎ＝１ｎ
后 必 须

要让学生去尝试证明，若一项一项地验证，虽然每

项都成立，却不能无限地进行下去．这种“直 觉 上

的正确”与“实际中的无奈”将产生较为强烈的认

知冲击，从而激发学生的探究兴趣与问题意识．此
时，教师可引导学生联想这种无限问题的处 理 方

法（如函 数 单 调 性），就 能 另 辟 蹊 径，使 学 生 产 生

“用有限来证明无限”的顿悟，只能通过有限步骤

的推理，来证明对ｎ∈Ｎ＊ 都成立．
２．４　典例呈现的层次性

两个设计在知识学习后均提出了不同层次的

几个问题，先是整体的模仿与套用，再逐步理解两

个步骤的作用，之后加以灵活运用．若不考虑别的

因素，应该说两个设计的问题处理均比较合理、有
序和有效．在Ｂ班 的 方 法 运 用 环 节 中，如 果 教 师
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提出若干渐进式的问题，来强调归纳奠基与递 推

两步骤的落实，关注ｎ＝ｋ与ｎ＝ｋ＋１时的命题变

化与推理方法，以及结论所起的作用，即可将问题

规范、分层、有效地解决．当然，教师在深化理解环

节处理得较好，练习中既渗透了变式又进行了 二

次运用，体现了较好的层次性．
２．５　教师牵引的松紧度

为了用１课时 来完成教学 任 务，两 位 教 师 均

紧紧攥住思维的方向，控制学生的思维时间与 空

间，师生交流互动较少或不够深入．尤其是类比得

出数学归纳法的过程，学生基本上被教师牵着 鼻

子走，缺乏深入 理 解 与 体 验，致 使 Ａ班 学 生 沉 默

不语，Ｂ班学 生 错 误 连 连．而 实 际 上，Ｂ班 学 生 的

知识基础、思维水平均比较好．在知识学习环节，如
果教师在骨牌倒下条件的探讨中、游戏与数列问题

相似性的类比中、数学归纳法证明步骤的得出中放

手让学生去讨论、思考与理解的话，可能学生的认

识就会更加到位，也能少些错误，教学也少些遗憾．
２．６　学生思维的主动性

引发认知冲突后，应引导学 生 主 动 思 考 无 限

的处理、联想搜索已学的方法，在类比中获得思维

的启发．在对游戏的探讨中，要放手让学生探讨两

个条件，让其自己意识到第一块骨牌倒下的必 要

性以及前后递推的重要性，尤其是第ｋ＋１块倒下

的前提是 第ｋ块 必 须 先 倒 下．类 比 地，由ａ４＝１４

推得ａ５＝１５
，由ａ５＝１５

推得ａ６＝１６
，继续往下，让

学生主动感受到递推关系．这种关系是否具有 一

般性？要 让 学 生 主 动 思 考 得 出 处 理 方 法：假 设

ａｋ＝１ｋ
成 立，推 出ａｋ＋１＝

ａｋ
１＋ａｋ＝

１
ｋ＋１

即ａｋ＋１＝

１
ｋ＋１

必能成立，于是当ｎ从１到２，从２到３，从３到

４，…，从ｋ到ｋ＋１，…，直至无穷，ａｎ＝１ｎ
均成立．

２．７　思想方法的渗透度

在游戏与数列问题的类比中，必须启发学生主

动认识到第ｋ块倒下相当于ａｋ 成立．故第一块倒下

就相当于ａ１ 成立，而“第ｋ块倒下致使第ｋ＋１块也

倒下”就相当于“利用ａｋ 成立一定能推出ａｋ＋１也成

立”．这是游戏问题数学化的关键环节．进一步，必须

用ｎ＝ｋ时的命题来证明ｎ＝ｋ＋１时的命题，这相当

于第ｋ＋１块倒下是第ｋ块碰倒的结果，这才是归纳

递推的本质．于是，从ａ１ 成立→ａ２ 成立，ａ２ 成立→ａ３
成立，ａ３ 成立→ａ４ 成立，…，ａｋ 成立→ａｋ＋１成立，…，
直至无穷，从而命题成立．这是数学归纳法精细化的

重要环节，也是教学中不可或缺的一环．上述处理

中，数学化（符号化、模型化）思想、类比、转化等数学

思想自然联系、融为一体，从理解与思想的层面实现

“高立意、低起点”的数学教学．
２．８　学生体验的深刻性

综合上述，相关数学思想 方 法 的 渗 透 是 否 成

功取决于学生在游戏的探讨、相似性的类比、数学

归纳法的得出这三个关键处的体验是否深 刻．如

果教学中充分激发学生思维的主动性，在形 象 化

的思维中探讨两个关键条件，在游戏的类比 与 数

学化中逐步揭示无穷递推思想的本质，在精 细 化

的处理中逐步形成用有限来证明无限的思 想，真

正理解数学归纳法的本质．在此过程中，学生始终

在主动地参与、深入地思考、深刻地 体 验，教 师 的

关键点拨与学生的体会领悟合理地交融，真 正 体

现了“以学生为本”并着眼于数学的本质理解与学

生能力提升的高立意．否则，学生获得的体验可能

只是游戏有意思、方法可套用、证明 比 较 难，甚 至

产生所有与自然数有关的命题都可用数学归纳法

来证明的错误观点，这是我们所不愿看到的．
一个好的数学教学设计，应是高立意、低起点

的［６］．从常见的生活实际或数学问题出发，来引发

主动思维，体验思想的历程，品尝数 学 的 味 道，逐

步形成用数学的眼光、意识、思想、方法去观察、分
析和解决问题，培养较好的数学素养，这是数学教

学的最终目的．
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