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20世纪 80年代以来，随着现代信息技术在教育领域的
应用，多元外在表征的研究成了认知科学、教育技术、教育

心理学等领域的热门话题．同样，表征的研究在国际数学教

育领域也是一个鲜活的话题．数学教育心理学国际研讨组

（ International Group for the Psychology of Mathematics 
Education，PME），在 1989 年专门成立了表征的研究工作
组．著名刊物 Journal of Mathematical Behavior在 1998年专
辟两期刊发了表征研究的最新成果．随着信息技术被整合于

数学教育中，近十几届的 PME研讨组对表征的研究主要关
注技术背景下多元表征对学习效果的研究．由于很多领域涉

及表征研究，而且争议较多，要想较为完整地对表征的研究

进行综述，几乎不太可能[1]．因此，本文围绕近 20 年来国
外关于数学学习中的多元外在表征的含义、类型、特征、功

能、对学习的影响与效果等相关研究加以梳理与简评． 

1  多元外在表征的含义与形式 

表征，用英语表示为 Representation，在认知科学、教
育心理学等领域中的含义是指用某一种形式（物理的或心理

的），将一种事、物、想法或知识重新表示出来．因此，一

定存在一个“表征”实体集合，也必定存在一个“被表征”

的实体集合，表征的概念要求在这两个集合的特性或元素之

间有一种映射（Mapping）关系[2]．表征是对客观事物的反

映，又是被加工的客体．同一事物的不同表征形式，叫该事

物的多元表征（Multiple Representations）．对数学学习中的
多元表征的理解，见仁见智．Janvier[2]认为多元表征是指同

一数学对象的不同表示形式，可以是心理的、主观的东西，

这叫内在表征（Internal Representation）或心智表征（Mental 
Representation），譬如个体在头脑中建构数学对象的心像
（Mental Images）等；表征也可以是外在于人脑的、客观世
界的东西，这叫外在表征（External Representation），譬如
言语、文字、符号、图片、具体物、活动或实际情境等．一

个数学对象的多元表征好比星形的冰山，中心是此对象的核

心概念，每一尖端对应着一个表征形式，而完整的一个对象

就是整座表征结构的冰山，学生头脑中数学表征冰山的完善

性是学生学会和会学数学的重要标志．Hieberrt和Carpenter[3]

认为外在表征是指以语言、文字、符号、图片、具体物、活

动或实际情境等形式存在的表征．内在表征是指存在于学习

者头脑里而无法直接观察的心智表征或学习者拥有的心智

结构．学习者通过外在表征可以表达出自己的想法而达到沟

通和交流的目的，通过内在表征可以进行想象、推理等思维

活动．Kaput[4]认为，当人们在谈及表征时，应该考虑表征

了的事件、表征中的事件、表征了的事件正被表征的方面、

表征中的事件正在表征的方面和两个事件之间的联系．表征

研究除了关注表征活动过程，表征结果也同样重要．Goldin[5]

认为，外在表征是从传统的数学符号系统（如数轴、笛卡儿

坐标系）到结构性的学习情境（如那些包含具体操作活动的

数学学习情境、基于电脑的微观学习环境）．内在表征则指

学习者对于数学对象的意义赋予与建构，包括学习者的言语

语义、心像、视空间表征、计划监控策略及启发法、数学的

情感表征系统等．Cuoco和 Curcio[6]认为，学习者若要理解

某个数学结构，就必须在这个数学结构与一个更易理解的数

学结构之间建立一个映射，而表征就是这个映射过程．它既

不是表征的对象（被表征了的数学结构），也不是表征的目

的（较易理解的数学结构），表征就存在于这种映射活动之

中，表征是一个包含对象与其它对象相互转换的“组件”

（Packages）．譬如，从电脑上输入的代数表达式不能称为表
征，只有当代数式的运算与电脑外界情境的转换有了一种映

射，才算是真正的表征． 
综上，研究者主要是基于信息加工的过程来理解多元表

征的．表征既可以看作加工的原材料、资源或载体，又可以

看作加工本身或过程，还可以是加工的工具或产品．只是不

同研究者侧重点不同而已．如果侧重的是加工本身，那么表

征属于认知的过程．如果侧重的是加工的原材料或产品，那

么将表征分为外在表征和内在表征是合适的，这是绝大多数

研究者研究表征的基本出发点．尽管研究者对外在表征和内

在表征的理解有些差异，但却有如下一致的看法：（1）外在
表征是客观存在于学习主体外在的实体，具有客观性；内在

表征是主体心智结构中的内在对象，具有主观性；（2）外在
表征可以脱离于学习主体而存在，具有共享性；内在表征必

须依赖于学习主体而存在，具有独特性；（3）外在表征是内
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在表征之外化，内在表征是外在表征之内化；（4）外在表征
与内在表征都具有多元性．外在表征的多元性表现为：① 表
征的感觉通道形式的多元，可以是触觉表征（如折纸等动作

表征）、听觉表征（如教师的言语等）和视觉表征（如书面

语、课件动画等）；② 表征的计算属性的多元，可以是口语、
书写文本、数学公式和逻辑表示等抽象形式；也可以是图形

表征、图表表征、图像表征等形象形式；③ 表征的存在状
态的多元，可以是静态的图片表征，也可以是动画等动态表

征．内在表征的多元性具体表现为学习主体对外在表征内化

在认知结构中的数学概念、数学命题、心像、心智模型

（Mental Model）、视空间表征、图式和对数学的情感等． 

2  多元外在表征的特点与功能 

为什么要研究多元外在表征？多元外在表征究竟有怎

样的功能？从上可知，每种表征都扮演不同的角色，它们或

是思维运演的素材，或是联系、沟通的角色等．当然，只有

恰当的外在表征才具有自身特有的功能．很多研究表明[1~7]：

刻画数学对象的每种表征具有各自的特点与功能．口语、书

写文本、数学公式和逻辑表示等表征虽然可以任意表达，但

与约定内容紧密相关，而且包含反映关系的各种符号，能够

描述和表达抽象的、逻辑的意义，这些表征既是人脑左半球

的功能特点，也是左半球发展的外在促进．实物模型、图形、

图表、图像等虽然不含有反映关系的各种符号，但却描绘了

具体的、形象的、直觉的意义，便于人们较为快捷地“可视

化”（Visualization）数学的整体结构和意义，这些表征既是
人脑右半球的功能特点，也是右半球发展的外在促进．另外，

不同的表征在表示信息上可能是等效的，但在思维运演和交

流等功能上并不等效．譬如，实物模型、图形等表征适合于

形象，直觉思维等非逻辑思维，有助于创新思维的培养；文

字、符号等表征适合于逻辑思维，有助于逻辑、理性思辨的

培养．再者，很多数学对象的具体表征具有优先性和典型

性．譬如，同样表征“数”的概念，阿拉伯数字比较罗马数

字具有优先性和典型性；再如，同样表征直角坐标系上的直

线方程，在一般式表征 0=++ cbyax ，点斜式表征

( )axkby −=− 和斜截式表征 bkxy += 等中，斜截式表征

bkxy += 具有优先性和典型性．但有时优先性和典型性却

扮演负面的影响[8]．譬如，标准的几何图形或数学符号表达

容易使学习者依赖典型，而产生错误的视觉判断或心理意

义．总之，数学对象的多元表征的特征，在外在结构形式上

如同冰山；在内容上，表征的丰富性以及相互联系性构成知

识的网络结构；在方法上，表征间的转换（Transformations）
或转译（Translations）体现了逻辑思维与非逻辑思维的互补． 

由于数学学习内容的复杂性，单一外在表征往往难以充

分揭示数学本质，研究多元外在表征的意义就是试图扬长补

短地整合每种表征的特征与功能，发挥最大效益．Keller和
Hirsch[9]研究指出，数学对象的多元外在表征能够具体形象

地凸显一个数学对象的多元外在属性；能强化数学对象复杂

性的一面，同时也可能淡化其复杂的一面；能够便于学习者

对不同表征的认知联接．Ainsworth[10]综述了各个领域关于

多元外在表征的研究，指出相比单一表征，多元外在表征具

有 3个显著的功能：其一，互补功能：这源于表征之间的差
异及其生成的不同功能．不同的表征能够提供不同的信息，

不同的表征能够支持不同的认知过程，因此多元外在表征能

够提供学习者互补的信息和支持互补的过程．其二，限制解

释：一方面，多元外在表征可以帮助学习者利用熟悉的表征

帮助解释不太熟悉的表征，具体的表征帮助解释较为抽象的

表征；另一方面，学习者可以利用一种表征的内在性质限制

解释另外一种表征．其三，建构深度理解：首先，多元外在

表征帮助学习者从多元具体形式中抽象知识或问题的内在

结构；其次，多元外在表征扩大知识的范围和丰富知识的表

征方式，从而在知识数量上拓展了学习者的认知结构．再次，

多元外在表征提供不同表征间的相互联系、沟通与作用，联

结不同表征成为网络结构，从而在质量上优化认知结构，建

构深度理解． 

3  多元外在表征对数学学习影响的研究 

既然多元外在表征具有单一表征不可比拟的功能，那么

多元外在表征对数学学习产生多大影响，是如何影响数学学

习过程与结果的呢？如何通过教学设计，优化并组合多元外

在表征促进有效学习等问题，一直是认知科学、教育技术、

学科教育等领域研究者的旨趣．目前，研究者主要基于个案、

心理实验等方法进行研究，研究主题主要集中在多元外在表

征对数学理解、数学问题解决等影响机制的研究． 
3.1  多元外在表征对数学理解的影响 

数学理解是国外数学教育研究的核心话题之一，它与多

元表征有着天然的联系．Hiebert 和 Carpenter[3]指出，如果

一个数学概念、方法或事实被学习者理解了，那么它的内在

表征成了认知结构的部分，内在表征相互联系的数目和强度

决定了数学理解的程度．多元外在表征是数学本身的具体体

现，内在表征是学习者建构该数学对象的各种心智表征．外

在表征与内在表征之间存在着密切关联，外在表征影响学习

者数学理解主要是因为多元外在表征的组合方式影响了学

习者内在表征的建构，内在表征的水平影响外在表征的内

化．Kaput[4]指出，多元外在表征之所以在数学学习中扮演

着重要角色，主要是因为学习者经由可视化的过程，并与学

习者原有的心智表征产生交互作用，进而生成新的结构或联

接旧有的结构以整合成一较大的知识网络结构．影响学习者

建构数学内在表征的网络或深度理解数学的主要因素是学

习者在某个特定表征系统内的各种表征形式的操作与转换

以及在表征系统间的转译．Janvier[2]指出，多元表征的恰当

运用在一定程度上降低数学理解的难度，而且使得数学更具

吸引力和趣味，但不恰当的运用反而对学习起反作用．Hitt
指出[11]，表征系统内的转换与系统间的转译并不容易发

生．要想发挥多元表征的功能，有必要教会学习者对表征系

统内的转换与系统间的转译，并帮助学习者分析和建立各种

表征的语义网络系统．Goldin和 Shteingold也指出[6]，数学

的外在表征并非孤立地被理解，而是各种形式的表征相互联

系以及与内在表征的相互作用，从而促进学习者建构数学意

义和理解．数学多元外在表征内化为多元内在表征的丰富

性、联系性与结构性是数学深度理解的体现．Duval[12]指出，
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表征和可视化是理解数学的核心，学习者通过可视化活动，

将多元外在表征与内在表征不断转换与转译，而使得外在的

数学符号系统成为内在数学符号系统的部分，从而促进数学

理解．Ainsworth[10]指出，多元外在表征功能的发挥，需要

考虑学习任务中多元外在表征的特点和学习者的基础．譬

如，如果多元外在表征支持互补功能，那么需要学习者理解

每种表征和知道选择恰当的表征，而不需要理解各个表征间

的关系． 
3.2  多元外在表征对数学问题解决的影响 

多元外在表征对数学问题解决的影响是许多领域研究

的主题．大量研究表明，各种外在表征对数学问题解决过程

与结果有直接或间接的影响，这是由外在表征本身决定

的．Zhang[13]指出，外在表征不同的问题能够引起内在表征

相同的学习者完全不同的解题行为，而且这种影响未必都是

通过内在表征机制来完成．外在表征通过两种机制在问题解

决过程中起作用，一种是通过知觉系统直接觉察外在表征中

那些不变的结构，减轻认知负荷，无需激活内部记忆系统某

些复杂心理模型，无需推理等过程参与的情况下完成问题解

决．另一种是通过激活内部复杂的认知过程，建立内部心理

模型而生成问题空间．Cary和 Carlson[14]研究表明，在问题

解决过程中，如果外在表征可以利用的话，人们宁愿尽量少

地利用内部工作记忆，以便付出最小的努力．Markman 和
Dietrch[1]指出，问题的外在表征方式具有多样性、丰富性，

不同类型的问题表征方式适合于不同类型的心理加工过程． 
如同对数学理解的影响，多元外在表征对问题解决的间

接影响，主要是通过与内在表征相互作用实现的．Janvier[2]

等指出，学习者面对外在表征必须考虑该外在表征是否与他

的内在表征尽可能接近．其中各种表征间的转换与转译是解

决问题的关键．Lowrie 和 Kay[15]证实至少在处理问题的最

初阶段，解题者思考可能的解决方法时，他们或偏爱使用视

觉表征或偏爱非视觉表征来解题．Alex和Micha[6]指出，多

元表征的每种表征都有自己的优势和不足．不同偏好的学习

者在问题解决时，运用不同的表征；在完成多重问题解决的

任务时，如运用不同的数学表征、多种策略，会提高问题解

决的成就表现．Große和 Renkl[16]的研究却指出，一题多解

对数学问题解决的成就表现并不能产生积极的影响，但具有

多元表征的一题多解会对水平不同的学习者产生好的影响． 
对多元外在表征对数学学习影响的研究，研究者主要是

从心理学的视角，试图揭示多元外在表征影响数学学习的心

理机制，为多元外在表征的教学提供科学的理论解释和实践

指导原则．综合起来，研究指出：（1）每种表征具有优势和
不足，对数学学习也有不同影响；恰当的组合和运用多元外

在表征对数学学习有着直接或间接的积极影响．（2）在影响
学习的过程中，表征系统内各种表征的转换和表征系统间各

种表征的转译过程是十分关键的因素，这暗示运用多元外在

表征进行教学时，表征的转换和转译是重要的教学目标．（3）
在具体学习情境中，多元外在表征影响学习者数学学习的程

度，不仅要考虑多元外在表征本身功能，而且要考虑学习任

务的特点和学习者的个体差异（学习者的内在表征水平、学

习者对外在表征的偏好等）． 

尽管多元外在表征对数学学习影响的研究给多元表征

的教学设计提供了很多的启发，但下面的几点值得进一步思

考．（1）多元外在表征对数学理解影响的研究表明，学习者
通过内化多元外在表征并与已有的内在表征发生相互作用，

进而促进或影响学习者对数学的理解．这些研究主要是基于

个案和定性描述的方法进行的，但多元外在表征究竟有多大

程度影响数学理解，如何结合学习者的内在表征水平进行教

学设计等研究有待深入研究．这些问题的研究需要在研究工

具和研究方法上突破，才能得到解决．譬如，如何评估学习

者数学理解的程度，如何刻画学习者的内在表征结构等问

题，需要新的研究工具．我们认为借鉴新近发展的概念构图

（Concept Mapping）[17]整体评估内在表征状况和数学理解程

度可能是一种可取的工具．另外，大多研究方法单一，很少

采用多种研究方法进行三角验证，既注重实证方法，也重视

定性分析和个案分析，将多种研究方法结合起来对表征研究

是重要的方法论取向．（2）关于多元外在表征对数学问题解
决影响的研究，研究者主要来自认知科学、教育技术等领域，

他们主要运用心理实验研究方法，这是一种值得借鉴的研究

方法．但心理实验研究主要发生在严格意义的心理实验情境

或基于多媒体系统的实验情境，被试样本数较小，生态效度、

外推效度与理论概括性受到威胁．这预示今后需要在类似或

日常教学情境下实验，以增加外推生态效度．（3）研究多元
外在表征对学习的作用或影响，仅仅关注数学理解和问题解

决等认知领域是很难全面评估多元表征的价值与意义的．考

虑多元外在表征对学习者非认知因素的影响是今后研究的

一个视角． 

4  多元外在表征的运用对数学学习的效果研究 

尽管恰当的多元外在表征具有强大功能，直接或间接影

响学习者的数学学习，但这毕竟是一种心理实验的结论或应

然的结论．那么在真实教学情境中，运用多元外在表征进行

教学对数学学习会产生哪些效果，有哪些因素影响学习效果

等问题是很多数学教学实践者和教育研究者所关注的．研究

者主要关注的是图形计算器、动态几何系统（Dynamic 
Geometry Systems，DGS，譬如几何画板）、计算机代数系统
（CAS）等动态软件的运用对数学学习的效果，因为这些软
件是将数学可视化和多元外在表征集成于一体的平台．研究

主要运用个案、（准）教学实验等方法．Ellington[18]就图形

计算器被整合于教学的效果，对 54 个课堂教学实验（80%
是随机实验）进行了元分析，指出整合的教学能够提高学习

者成绩 10~20个百分点，明显地提高了学习者数学理解和问
题解决能力，对改善学习者的学习态度也产生了显著的作

用．Khoju[19]就图形计算器的多元表征的动态数学功能对学

习者代数学习的效果进行元分析，指出教学中运用图形计算

器显著地提高了学习者的代数成绩．Goos[20]等研究表明，

运用图形计算器能促进小组合作探究，提高数学理解水平，

并指出教师对数学本质与教学法的理解是成功运用多元表

征的关键．Ferrara，Laborde[21]等回顾了 30多年来 PME 关
于多元表征技术对数学学习领域（代数、微积分、几何等）

的效果研究时指出，多元外在表征技术的运用产生应有的学
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习效果，需要综合考虑 4个维度：技术背景下的数学本质、
技术如何支持数学认知、学习任务与教师的角色．这也实际

上指出，技术背景下探讨多元外在表征运用的效果需要考虑

多个因素的交互影响． 
研究多元外在表征的运用对数学学习的效果主要发生

在真实的教学情境中．研究者在证实多元外在表征的教学功

能与价值．一方面，研究得到的结论主要有两个：（1）多元
外在表征的运用对学习者的认知和非认知因素都产生了一

定程度的影响，收到了较好的效果．（2）人们意识到教学是
个复杂的系统，优化的、集成的多元外在表征的应然功能要

产生应有的学习效果，需要考虑多种因素的影响，譬如教师

是否能够整合各种学习理论，改变教学方法和策略就是一个

十分重要的因素．但另一方面，下面的几点值得进一步思考：

（1）就研究主题内容而言，研究者仅仅关注技术背景下集成
多元表征的动态软件的功能与价值，探讨多元外在表征的运

用对学习产生效果是很局限的．事实上，平常的学习环境充

满多元外在表征，譬如教师的言语表征、书面的图形表征、

学习者的动作表征等，教学如何优化和组合这些表征，提高

学习效果等问题就很值得探讨．（2）就研究方法而言，研究
者主要运用教学实验，研究者常常将教学方法和策略作为干

预变量处理．这样就自然引起关于实验效果的问题：教学实

验的效果究竟是由于教学方法和策略的改变引起的，还是由

于多元外在表征的运用或本身功能引起的？也就是说，学习

效果产生的“因果关系”难以确认．我们认为，证实多元表

征的运用效果，不仅关注学习结果，更要关注学习过程．所

以，教学实验尽管具有一定的生态效度，但证实多元表征运

用的有效性，需要考虑多变量实验设计，并结合多种研究方

法进行研究，才更有说服力． 

5  数学学习中多元外在表征的研究基本趋势 

从以上述评中看出，多元外在表征研究显示出了应然的

理论价值和实际的教学指导意义与效果．综观已有的研究，

除了上述的进一步思考外，目前无论是多元外在表征研究的

理论基础问题，还是多元外在表征本身理论应用的研究取向

问题，都是今后研究的主题． 
就多元外在表征研究的理论基础而言，数学教育研究者

主要基于数学表征的符号系统（Representational Semiotic 
Systems）[12]理论进行多元表征的研究．而其它领域的研究

者主要持认知的信息加工观，认为至少源于信息加工理论的

认知负荷理论（Cognitive Load Theory）与多媒体认知理论
（Multimedia Cognitive Theory）是多元外在表征研究的重要
理论基础．另外，20世纪 90年代中期出现的分布式认知观
（Distributed Cognitive Theory）[22]是认知研究的新范式．该

理论与最近认知神经科学关于工作记忆模型的最新研究成

果、学习心理研究关于情境学习理论、教学研究关于合作学

习的研究有异曲同工之理．我们认为仅仅基于某一种理论研

究多元外在表征是有局限性的，需要基于多种理论解释或指

导多元表征的研究．譬如，Mayer 和 Moreno[23]等基于多媒

体认知理论，进行了大量实验，提出了避免注意分散、消解

冗余、促进主动加工等 9 条原则和策略．再如，Sweller[24]

等基于认知负荷理论，进行了大量实验，提出了很多降低无

效认知负荷和增加有效认知负荷的教学原则或策略．这些理

论与实验研究成果对运用多元外在表征进行教学有很强的

指导价值．总之，运用单一的理论指导多元表征的研究是有

局限的，这预示今后的理论研究取向将呈现多元化．各种理

论相互渗透、相互补充，为数学学习中多元表征的深入研究

提供了广阔的视角． 
就多元外在表征本身理论的应用研究而言，研究者已经

逐渐意识到，问题不在于多元外在表征与单一表征比较，是

否对学习更有效，而是要全面考虑影响多元外在表征运用有

效性的各种因素．研究主题逐渐从过去只关注实验情境中多

元外在表征对学习影响的研究，转向在真实、日常教学情境

中向多元表征学习（Learning from Multiple Representations）
和用多元表征学习（Learning with Multiple Representations）
的研究．研究关注的不仅仅是有效的学习结果，更重要的是

学习过程与学习效率[10，23~24]． 
综上，我们认为目前下面两点将是数学学习中多元外在

表征的研究主要趋势：（1）综合运用多种理论和多种研究方
法，深入探讨多元外在表征研究对数学学习的价值与意义，

建构数学学习中多元表征研究的基本理论．（2）系统思考各
种因素探讨运用多元外在表征的教学设计，提高学习效

率．这些因素至少包括数学学习任务的特点（数学多元外在

表征的功能与特点）、学习者原有的内在表征水平（学习者

多元内在表征的功能与水平）、学习者的认知风格维度（学

习者对数学多元表征的偏好）、学习者的认知参与、行为表

现和情感体验、数学信念等非认知因素（教学引起的学习者

的学习参与）． 
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Synthesis of Researches on MERs in Mathematics Learning in Foreign 
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Abstract: Researches on multiple external representations (MERs) in mathematics learning had become flourishing topics in the 
last two decades. Based on recent researches on MERs in mathematics learning in foreign education, this paper synthesized the 
meanings, types, characteristics and functions of MERs in mathematics, the mechanisms of MERs influencing mathematics 
learning, effects of learning with MERs. And then the paper provided some considerations for future researches. 
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