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一、“度量公理”引发的思考

1.度量公理。

描述长度、面积、体积时，涉及大小、

度量、物体、表面等普通名词，都是一种直

观的描述。如果采用集合、对应、运动等

原始的语言，度量公理可描述如下：

设M为集合，X=｛G│G为M的某些子

集｝，V为X上的非负实值函数，若满足条

件：

（1）（正则性）存在度量单位G0，而且V
（G0）=1；

（2）（有限可加性）G1，G2∈X，G1与G2无

共同点，G1∪G2∈X，则V（G1∪G2）=V（G1）+V
（G2）；

（3）（运动不变性）对任意两个G1，G2∈

X，若G1≌G2，则V（G1）=V（G2）。

则称V为X上的度量函数。

这里的度量公理，可以作为长度公

理、面积公理或体积公理，决定于M是直

线、平面或三维空间。相应地，G0分别是

单位长度、单位正方形或单位正方体。

度量公理究竟意味着什么？它传递

给我们的信息是：什么才是数学意义上的

“测量”。数学中的“测量”并不是拿刻度

尺量物体边缘长度那样的一种物理学意

义上的技能，数学意义上的“测量”其实质

是对图形指定一个合适的数，并使之满足

一些特性（正则性、有限可加性、运动不变

性）。由此可以看出，长度、面积和体积这

三者除了图形的维度不同，但对它们进行

测量时，测量过程的本质是一样的。

2.窥探教材中的“度量公理”。

度量公理看似高深，但如果仔细研读

教材，还是可以从教材中窥探一番。

（1）“测量”从“度量单位”始。

在小学阶段，测量的对象主要是线

段、角、常见平面图形和立体图形，因此度

量单位主要指长度单位、1°角、面积单位、

体积单位。以苏教版小学数学教材为例，

测量的引入皆从“度量单位”开始，具体分

布如下：

二年级上册引入长度单位（如图1）。

三年级下册引入面积单位（如图2）。

六年级上册引入体积单位（如图3）。

三次单位引入有同有异。相同的都

是从比较入手，突出度量单位的“测量”价

值，突出建立统一单位的重要性，同时也

指向度量的有限可加性。不同的是，引入

长度单位和面积单位时，先着力引导学生

利用已有的生活经验尝试着进行测量，并

充分展示学生所能想到的各种测量方法，

再启发他们通过交流、比较体会引入同一

计量单位的必要性；而引入体积单位时，

则启发学生利用计量长度和面积的已有

经验，自己想到需要使用统一的单位来测

量，以及选择什么样的图形作为度量单位

比较合适。

（2）渗透“有限可加性、运动不变性”。

有限可加性：作为度量单位的小正方

形（小正方体）的密铺的结果即为图形的

面积（体积）（如图4）。

运动不变性：面积单位移动但其个数

不变时，不会引起面积的变化；图形形状

的变化也不会引起面积的变化（如图5）。

二、引领学生感悟测量的本质

长度、面积和体积这三者除了图形的

维度不同，但对它们进行测量时，测量过
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程的本质是一样的。然而在学生眼里却

并非这样：学生对长度的测量感受最深，

因为可以有一个相对容易理解的操作过

程；学习图形的面积或体积时，由于直接

用面积单位或体积单位测量不是十分方

便，因而往往更多地选择用某种方法进行

计算，也就是通过长度的测量以及相应的

计算来代替用面积单位或体积单位进行

直接的测量。这无疑削弱了对面积和体

积测量本质的感悟。

让学生感悟数学意义的测量，可以立

足“度量单位”这个显性的抓手。“度量单

位”是测量的首要基础。数学意义上的测

量是对图形指定一个合适的数。而要指

定一个合适的数，首先必须解决度量单位

的问题，也就是确定一个单位，使它成为

“1”。同时，度量公理的后面两条也是建

立在规定度量单位的基础上。如何围绕

度量单位展开教学，引导学生步步深入、

层层递进地感悟测量的本质？以下是笔

者的思考与实践。

1.创设情境，体会测量源自“差异比较

的量化”。

为了比较两个事物某个方面的差异，

往往需要对该方面的差异进行量化，借助

某个量进行比较。为此，自然就要引出相

应的度量。这句话的重点有两个：一是度

量源自比较；二是差异需要量化时，要借

助“中间量”。由此，我们可以看到：“度量

单位”实质上是对差异进行量化时的一个

中间量。这一点应该成为长度单位、面积

单位、体积单位引入时的核心思想。

【教学片断1】长度单位的引入

请一高一矮两个学生上台比身高。

让学生说一说谁高谁矮，并完成下面的

填空。

王同学比李同学高（ ）。

学生联系生活经验说出：一点点，半

个头，一个拳头，10厘米。

提问：你喜欢哪一种说法？

1个头，1个拳头，1厘米，在这里，都

是比较物。

出示教材主题图：仔细找一找，图中

的比较物是什么？

说明：一扌乍、一个铅笔盒的长、一本数

学书的长，这些也是比较物。它们有什么

用呢？

小结：是的，要知道课桌究竟有多长，

用上这些比较物就能用数来表示了。

长度单位的教学起始于厘米的认

识。在片断1中，笔者创设了一个学生熟

悉的比高矮的活动情境，通过问题“王同

学比李同学高（ ）”，激起量化表达的需

求。同时，通过这一朴素的活动，提取学

生生活经验中对于“比较物”的感性认识，

初步感悟对两个事物进行比较时，有比较

物可以表达得更清楚，从而感悟度量单位

作为中间量的价值所在。而对这样一种

核心思想的感悟，仅仅依靠认识厘米时的

一次活动是远远不够的。在此后的认识

面积单位和体积单位的教学中，同样需要

设计相应的活动让学生进一步去感悟。

【教学片断2】面积单位的引入

在具体情境中指认面积，理解面积的

含义后，出示两个长方形（如图6），提问：

哪个图形的面积大？

填空：①号长方形的面积比②号长方

形的面积大（ ）。

学生说，如果用②号长方形去铺①号

长方形，①号长方形的面积比②号长方形

的面积大3个②号长方形。

师：把②号长方形作为单位去测量，

我们就能用数表示①号长方形的面积了。

……

【教学片断3】体积单位的引入

出示一个长方体和一个正方体（如图3）。

提问：这两个图形的体积哪个大哪个

小？相差多少？

要让学生理解数学意义上的测量，就

不能将测量仅仅定位于“比较大小”，而应

上升到“差异比较的量化”。在教学中，“A

比B大多少”应成为度量单位引入时的经

常性问题。在不同度量单位的引入时，如

果都能进行这样的引导，那么学生对于测

量的数学意义的感悟必定会逐步地深入。

2.深入浅出，感悟度量单位的特性。

感悟度量单位的特性能帮助学生进

一步从数学的角度认识测量。但度量单

位的有限可加性和运动不变性绝不是靠

简单讲解可以感悟的，更多地需要依靠一

些具有数学意义的学习活动，深入浅出地

促进学生的理解。

（1）在对比与想象中理解运动不变性。

运动不变性反映的是度量单位的刚

性运动。度量单位的移动或重新组合不

会引起作为测量结果的“数”的变化。这

样的感受可以通过对比与想象让学生有

初步的感悟。

【教学片断4】比1厘米

提出要求：比一比学生尺上的1厘米

和老师尺上的1厘米，你能发现什么？

和同桌比一比各人尺上的1厘米，你

能发现什么？

想一想：余姚这里的1厘米和国外小

朋友的1厘米也一样长吗？

“比1厘米”的活动有两个目的：一是

体会1厘米就是一个标准，这个标准是不

变的。它和部分与整体的关系不同，不会

因为尺子长短不同而导致不同。二是当1

厘米成为标准的比较物后，也就得到了全

世界的公认。1厘米这个度量单位是不会

随着地域的变化而变化的，它是国际上通

用的。

【教学片断5】判断体积

出示一个体积是4立方厘米的长方体

橡皮泥。

提问：为什么说这个橡皮泥的体积是

4立方厘米？

教师将橡皮泥改变形状，现在橡皮泥

的体积呢？

提问：如果将它变成一个正方体呢？

变成其他的图形呢？

小结：一个物体形状无论怎么变化，

它的体积不变。

上述两个教学活动的设置均指向“度

量公理”中的运动不变性，有助于学生初

步体会：度量单位在移动时，如果个数不

变，不会引起测量结果的变化，形状的变

化也不会引起测量结果的变化。

（2）在操作与观察中感悟有限可加性。

有限可加性指向度量单位的累积，同

时说明用度量单位测量物体是可能的。下

面以面积单位的引入为例具体加以说明。

【教学片断6】面积单位的引入

提问：数学书的封面有多大？请你想

办法比一比、说一说。

学生提出可以用橡皮面、铅笔盒面、

练习本面比一比。

图6

①

②
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指出：要知道数学书封面有多大，可

以选一个面作单位去测量。

出示③号、④号长方形（如图7），哪个

长方形大？大多少？请你比一比（给学生

提供小圆片、小长方形、小正方形、小正三

角形等学具）。

有的学生将两个长方形叠在一起，在

剩下的部分中摆小正方形。有的学生在

图中直接摆小正方形，还有的学生在图中

摆小圆形、小三角形或小长方形。

交流对比：仔细观察黑板上的几种比

较方法，从哪一组同学的比较中容易看出

几号长方形更大？大多少？

通过交流发现：用小圆形和小三角形

测量两个长方形，不能密铺，无法比出到

底大了多少；用小正方形测量，能够密铺，

可以比出大小。

通过操作与观察，学生看到用小三角

形、小圆形作为度量单位不能密铺，也就

是这个中间量的面积大小总和并不能代

表长方形的面积，体会到用小正方形作为

面积单位的合理性。同时，铺摆的过程也

反映出长方形的面积就是所有作为度量

单位的小正方形密铺的结果。密铺的结

果还能实现差异的量化——③号图形铺

了12个小正方形，④号图形铺了8个小正

方形，③号的面积比④号大了4个小正方

形。这样的过程指向了测量的本质。

3.纵横联系，感悟测量的一致性。

教学仅仅依靠一些碎片化的活动是

不够的。为了帮助学生进一步丰富认识、

加深感悟，需要选择适当的时机将长度单

位、面积单位、体积单位进行纵向沟通，形

成整体的测量意识。同时，还可以横向联

系角的度量，以不同测量对象和工具的比

较促使学生进一步感悟测量的本质。

（1）纵向沟通。

体积单位是小学阶段最后学习的一

个度量单位。在教学体积单位的认识时，

有必要对曾经学过的度量单位进行必要

的整理与沟通，以实现对度量单位的整体

理解。

【教学片断7】体积单位的引入

师：我们已经知道，测量长度要用长

度单位，测量面积要用面积单位。那么，

测量体积应该用什么单位？

生：我觉得应该用体积单位。

师：测量面积时，我们用小正方形作

为计量单位，那么，测量体积时，应该用什

么样的图形作为计量单位呢？

生：小正方体。

师：好的，现在我们就用小正方体作

为单位，来测量、比较下面这个长方体和

正方体的体积。

出示图8：

提问：你们现在能比较这个长方体和

这个正方体的大小吗？

生：不能。

师：为什么还是不能进行比较呢？

生：因为作为计量单位的小正方体的

大小不一样，所以无法确定它们的大小。

师：那你认为我们应该怎样做？

生：可以先把它们分割成同样大小的

小正方体，再数一数它们分别包含有多少

个这样的小正方体。

师：是的，在测量体积的时候还是应

该选择同样大小的正方体作为标准。也

就是说，和测量长度、面积一样，测量体积

时，仍然需要使用统一的计量单位，这样

才便于对测量的结果进行比较和交流。

……

在引入体积单位时，笔者引导学生对

长度单位和面积单位进行了回顾：测量线

段的长度用线段，规定了长度单位后，就

可以用一个数表示这条线段的长度了；测

量面积的大小用小正方形，面积的大小就

是小正方形的个数。体积的大小如何测

量？用小正方体来测量。这个回答已经

无需教师再去指引，因为这是学生已有知

识经验的自然生长，学生已经自动将长

度、面积和体积的含义及其计量方法进行

沟通。这样的沟通显然具有十分重要的

意义。

（2）横向联系。

角的不封闭性注定使得角成为学生

眼中的异类图形。将角的度量与封闭图

形的度量进行横向联系，能够帮助学生进

一步理解测量的本质。

【教学片断8】角的度量引入

提问：想知道线段有多长，怎么办？

想知道物体的表面有多大呢？

要求：这是1平方分米，请你用它在黑

板上的长方形中摆一摆，长方形的面积是

（ ）。

设问：这个角多大？要知道角的大小

怎么办？这节课我们来学习角的度量。

提问：测量角的大小用什么单位？

学生比划1°的角，教师出示课件说

明：1°的角有多大？把圆平均分成 360

份，其中的1份就是1°角。

上面的教学片断分为两个层次：第一

个层次是横向联系线段和面积的测量，学

生通过已有的知识经验能够领悟到：测量

角的大小同样也需要一个作为标准的单

位，而这个单位应该是一个指定了大小的

角。由此，学生初步感悟度量单位与所测

量图形之间的同质联系。第二个层次是

介绍度量单位1°角的由来，并在此基础上

带领学生感悟1°角的大小。这个过程与

长度单位、面积单位的教学是相似的。相

似的教学能够激发学生的记忆，帮助他们

将角的度量与已有的测量经验顺利实现

有效的对接，形成认知结构。
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