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———怎样测量长度、面积和体积

深入浅出，平易近人
◇张奠宙

长度、面积和体积是最基本的度量几何学概念。 这

三者除了图形的维度不同，作为一种测量过程其本质是

一样的。 不过，目前的小学数学教科书中，并没有给予统

一的处理。 测量，不仅仅是拿刻度尺去量测一条线段的

长短（那属于物理学范围），数学测量的本质是给每一条

线段以合适的数。 在这样的视角下，可以说，长度、面积、
体积测量的数学意义很遗憾地在中小学教科书里被淹

没了。 那么，怎样深入理解数学本质，平易近人地浅近展

示呢？
让我们从长度概念说起。 小学数学教科书通常在二

年级 就 有“长 度 单 位”一 节，但 始 终 没 有 解 释 什 么 是 长

度，将它当作人人自明的一种直觉感知，这是很自然的。
但是到了三年级，却要一本正经地“定义”什么是面积。
大多数教科书都是说：“物体表面或封闭图形的大小就

是它们的面积。 ”其中“面积”二字用粗体或者不同颜色

加以突出强调，这看上去好像是一个定义。 于是许多教

案围绕这句话进行教学设计， 反复地讨论什么是表面、

什么是封闭，其实意义不大。 面积和长度一样，也是人与

生俱来的直觉。 早在婴儿阶段人们就已经能辨别两块饼

的大小。 把“大小”作为面积，就如把“长短”作为长度一

样，并没有实质性的解惑，都是同一个意思的简单重复。
因此这种粗体字的所谓定义只是常识性的叙述而已，并

不能帮助学生真正理解面积概念。
众所周知，数学学科讲究逻辑严谨。 一些概念的严

谨定义乃是一个大单元的出发点，教科书上将逻辑意义

上的定义用粗体字显示，以期引起读者的注意，这自然

是对的。 不过，并非任何定义都是重要的。 有些对象，可

以基于直觉的感知，不必追求严格的定义。 例如，《辞海》
（第六版）里对汽车的定义是：“由自备的动力装置驱动，
非轨道、无架线的运输车辆。 ”这样的定义，对于普通百

姓来说，知道不知道并没有多大关系。 什么是汽车，大家

都明白，能够和电车、火车大致区别开来就行了。 就数学

教科书而言，也有许多并不重要的粗体字定义。 小学数

学里面积的定义就是其中之一。
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关于面积的定义，《辞海》（第六版）里的解释是：“几

何学的基本度量之一。 是用以度量平面或曲面上一块区

域大小的
·
正
·
数。 通常以边长为单位长的正方形的面积为

度量单位。 ”（这里应该说“非负数”，因为图形的面积可
以是 0）

《辞海》（第六版）里的解释也不是严格的定义。 但是

它强调面积是一个数，这很重要。 事实上，衡量一个事物

的大小有多种 方 法 。 例 如，衡 量 军 阶 的 大 小 ，有 上 将 、
中 将、少 将、大 校……的区别，但它们并不是“数”。 至于

面积，则确确实实是一个数，不能回避。
为了印证《辞海》（第六版）里说法的科学性，我们不

妨引用现代数学中的测度理论，看看如何严格地定义面

积。
【面积】设 Σ 是一些封闭平面图形组成的集合。 m 是

定义在 Σ 上取值于非负数的一个映射：m （A），A∈Σ，且
满足以下条件：

1.（有限可加性）若 A，B∈Σ，A 与 B 不相交，那么 m
（A∪B）=m（A）+m（B）。

2.（运动不变性）如果图形 A∈Σ，经过平移、旋转、反
射的运动成为图形 A′∈Σ，那么 m（A）=m（A′）。

3.（正则性）边长为 1 的正方形 I∈Σ，且 m（I）=1。
我们将映射 m 称为图形的面积。
面积的这个严谨定义说明，面积乃是对一些平面图

形分别指定一个数（0 或正数），而且指定的方法必须满

足“有限可加性”“运动不变性”和“正则性”三个条件。 这

三条也可以看作是“面积公理”。 其实，其基本思想也适

用于长度公理、体积公理，只要把 Σ 中的平面图形换作

线段或立体图形就行了，关键是要满足那三条性质。
现在，让我们回到小学数学范围里来。 小学数学当

然不能将测度论的那一套搬过来。 但是，我们是不是应

该深入浅出地把面积理论的基本思想方法生动地呈现

出来呢？ 数学中的“测量”并不是拿刻度尺量物体边缘的

长度那样的一种物理学意义上的技能。 数学意义上的面

积测量， 其实质是要对某些平面图形指定一个合适的

数，并使之满足一些特性。 以下就来谈谈我们如何在教

科书中叙述。

前已述及，二年级教科书中有“长度单位”一节。 那

里没有给长度下定义或给予任何说明。 对儿童来说，长

度就是长度。 感知直线段或曲线弧的长度乃是人类的直

觉本能，小学数学无须多做解释。
三年级教科书中有“测量”一节，可是内容只是介绍

毫 米、分 米、米、千 米、吨 等 单 位，并 没 有 介 绍 什 么 是 测

量、如何测量。
这样的内容， 只涉及度量单位， 包括使用毫米、厘

米、分米、米、千米等标准。 凡是有刻度的测量，都涉及测

量的手段，机械的、光学的、原子物理学的等，从学科划

分上属于物理学范畴。 至于数学上的“测量”，如长度，其

核心要求在于如何给每一条线段“指定”一个适当的数，
并使之具有长度的三条性质。 这三条性质，在我们“指

定”的过程中不经意地使用了。
首先，“长度的有限可加性”。 例如，在教科书中用塑

料尺量课桌面的时候，由于尺短而课桌面长，因而要不

重叠地量好几段才能量完，然后把几段长度加起来获得

最后的结果。 这蕴含着有限可加性。 因此，为了强调“测

量”的这一特点，我们不妨在教科书里加上一句：
要量不同的两条线段的长度， 如果彼此不重叠，那

么先分别量，然后加起来就行了。
这样的一句话，平易近人，却体现了“数学测量”的

本质意义。

其次，测量过程隐含了长度的运动不变性。 量课桌

面长或宽的长度时，两段能彼此重合的线段，虽然位置

不同，但长度是一样的。 为了强调这一点，也不妨在练习

题里出一道题：大扫除时把课桌搬动了一下，课桌面的

长度有没有变化？
再次，测量时要使用长度单位，如厘米、分米、米等

（这在教科书里已经充分强调）。 数学和物理在这里和谐

地链接起来了。
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一、关于长度概念
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对小学生而言，这些长度的性质虽然不必给出特别

的名词，但在度量过程中明确地指出、有意识地运用，无

非是加上两句话，却对理解长度的意义十分有益。

面积的教学，其核心是如何测量图形的大小，即如

何给平面上的封闭图形一个恰当的数，能满足那三条基

本性质。 在教科书中，我们可以通过回顾长度的测量过

程， 将面积的测量过程与长度的测量过程进行类比，再

次揭示测量的数学本质。 以下是有关面积在教科书中如

何设计的建议：
第 1 页：回忆长度的测量过程。 有以下三步：

* 感知长度的相对性:物体有长短，人体有高矮。 例
如，小明比小英高。

* 用数字表示长度的测量过程：例如，小明有多高？
小英有多高？ 如果从长度单位“厘米”出发，给每个人都
量出身高就好了。例如结果是：小明身高 145 厘米，小英
身高 141 厘米。

* 用数值计算量出的长度相差多少 。 例如 ，145-
141=4，所以小明比小英高 4 厘米。

第 2 页：面积的意义。 不妨这样写：
大家知道，物体表面是有大小的。 例如邮票贴在信

封上，我们就说邮票比信封小。 那么，信封有多大？ 邮票
有多小？ 我们能不能用数来表示它们的大小呢？

我们用一个数来度量平面或曲面上一块区域的大
小，并把这个数叫作这一区域的面积。

类似于长度的测量过程，如果我们能从“平方厘米”
这个单位出发，给出长方形的面积，那么我们就能测量
出邮票的面积（例如 6 平方厘米）以及信封的面积（例如

30 平方厘米），并因而能用数值计算比较它们的大小了
（例如信封比邮票大 24 平方厘米）。

这样叙述，就把“测量”的数学本质呈现出来了。
第 3 页：“求”长方形的面积。
我们用数方格的办法给长和宽都是自然数的长方

形指定了相应的面积（“求”出了面积）。 数方格的过程，
蕴含了面积的有限可加性。 此后，还要“求”平行四边形

的面积，那里要把一个三角形切下来、搬过去凑成长方

形，这是利用了面积的运动不变性。 总之，所谓测量，就

是“求”平面图形的面积，即设法给一个确定的数与之对

应，并能够满足那三条性质。
最后，我们要问：小学数学里是不是能给面积、体积

下一个严格的数学定义？ 我们提出以下建议，看看能否

在一些学校里试行一下。 至少，可以在教学参考资料以

及小学数学教师培训教材中出现。
【面积】数 m 是一个平面图形 A 的面积，就是指能

用 m 个单位正方形不重叠地恰好填满 A。

通过简单的数学活动，小学生可以得出：

* 重复认识：单位正方形的面积是 1。
*长方形的长和宽分别是整数 a、b，则它的面积 m=ab。
* 长方形的长和宽分别是有限小数 a、b， 则它的面

积 m=ab。 （这时要用边长为 0.1，0.01……的小正方形去
填）

接着应该研究，长和宽分别为无限小数（循环或不
循环）a、b 的情形。这涉及无限，要用极限方法处理。面积
同样也是 m=ab。 （此结论中小学都默认了，未加细究）

* 用出入相补原理可以将平行四边形的面积归结
为长方形的面积（底乘高）。 （边长是小数的平行四边形，
其高可能是无理数。 小学里也未加细究）

* 于是，三角形、多边形的面积也就可以求了。

* 圆的面积。 这时无法绕开 π 是无理数的情形。 实
际上， 我们用刘徽的割圆术直观地描述了这一极限过
程，求得的圆面积为 πr2。

* 由此可以求得扇形、环形等图形的面积。
小学里的面积教学到此为止。 中学数学课程没有再

对面积概念作进一步的探究，只是在高中阶段，将求面

积、体积的度量几何学扩展到能够计算常见立体图形的

体积：球体、锥体、台体。 这就是说，中小学里的内容大量

的是“求”一些常见平面图形的面积和物体的体积。
大家知道，对一般的曲边梯形的面积计算，属于微

积分学的基本内容。 定积分的定义过程，就是用分割以

后“内填”“外包”的互不重叠的矩形面积之和无限逼近

（填满）的结果。 只在此时，才对边长为无理数的矩形面

积、圆面积给予严格的论证。
综上可知，小学里的面积、体积概念，在微积分之前

的中学数学里并没有得到深化。 许多人脑子中的面积、
体积概念，就只有小学里那一点点。 可以说数学意义下

的测量过程， 还未能广泛地进入数学教学圈中人的视

野。
求平面图形面积的过程， 贯穿于整个数学发展史。

从古希腊数学到 17 世纪的微积分、现代的测度论，乃至

今天的分形理论，一直没有完结。 如果更进一步学习，就

会知道并非所有平面图形都有面积，那就涉及勒贝格测

度等现代数学内容了。
联想开去，可知小学数学并不简单，甚至具有很高

的学术含量。 小学里有许多内容，需要高屋建瓴地从数

学本质的揭示上进行梳理，仅就一些教育理念进行教学

设计是走不远的。 晚近以来，提倡 MPCK（数学内容的教

学知识）研究，教师培训要在教学内容的理解上下功夫，
乃是有的放矢的决策。 与时俱进，高屋建瓴地讨论面积、
体积的定义，只不过是一个小小的例子而已。

（作者系华东师范大学教授、 博士生导师，《普通高
中数学课程标准》研制组组长，本刊顾问） B
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二、关于面积的意义的教学
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