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利用数形结合思想探究与圆有关的最值问题
庄晓燕                        2018.9.12
 一、问题的提出
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动变化中，动点到直线、圆的[image: image2.png]b 22 2251 RE (ZXXK.COM)




距离会发生变化，在变化过[image: image3.png]2B (ZXXK.COMR LT B




程中，就会出现一些最值问题，如距离最小，最大等常常涉及圆上一点到直线的距离最值问题、切线长最值问题、圆上动点与其他曲线两动点间的距离最值问题、过定点的圆的弦长最值问题等.这些问题常常利用平面几何知识或圆的参数方程或设圆上点的坐标，直接求出最值或转化为函数的最值问题，利用函数求最值的方法求解,与圆有关的长度最值问题有以下题型：[image: image4.png]2B (ZXXK.COMR LT B





问题的探源

这些与圆有关的最值问题常常利用平面几何知识或圆的参数方程或设圆上点的坐标，直接求出最值或转化为函数的最值问题，利用函数求最值的方法求解
问题的佐证

1.已知含参数直线与圆位置关系，求直线方程中参数取值范围问题

    画出圆图像，利用直线过定点，结合图像即可确定直线方程中满足的条件，利用直线与圆的位置关系和点到直线的距离公式，列出关于参数的不等式或方程，即可求出参数的范围.

例1若直线
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与曲线
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恰有三个公共点，则实数
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的取值范围是       .

思路[image: image8.png]2B (ZXXK.COMR LT B




分析：直线
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与曲线
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恰有三个公共点，实数
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的取值范围，可以转化为直线
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的图象与曲线
[image: image13.wmf]2

1

|4|

2

yx

=-

的图象有三个交点时实数
[image: image14.wmf]m

的取值范围，作出两个函数的图象，通过图象观察临界直线，从而求出
[image: image15.wmf]m

的取值范围；本题曲线
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的图象是易错点，

画图时要分类讨论，知图象由椭圆的上一部分与双曲线的上部分组成．
解析：由题意知，曲线
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的图象由椭圆的上一部分与双曲线的上部分组成，故直线
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恰有三个公共点的临界直线有：当直线
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过点
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时，即
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与椭圆的上部分相切，即
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，即
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时，此时
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，故实数
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的取值范围是
[image: image30.wmf](1,2)

.
点评：本题主要考查的是直线与圆锥曲线的位置关系，属于中档题

2.已知点满足与圆有关[image: image31.png]2B (ZXXK.COMR LT B




的某个[image: image32.png]2B (ZXXK.COMR LT B




条件，求圆中参数或点的坐标的取值范围问题

作出相应的图形，利用数形结合思想找出圆中相关量，如圆心坐标、圆心到某点距离、圆的半径、圆的弦长或圆的弦心距等满足的条件，列出不等式或方程或函数关系，再利用相关方法求出参数的范围.

例2 设点
[image: image33.wmf](
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，使得
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思路分析：作出图像，由图知，圆心O到直线ON的距离小于等于1，从而得出
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等式，即可解出
[image: image41.wmf]0
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的范围.

解析：依题意，直线
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与圆
[image: image43.wmf]O

有公共点即可，即圆心
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到直线
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的距离小于等于
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即可，过
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点评：本题主要考查了直线与圆的位置关系及数形结合思想，解决本问题的关键是通过数形结合找出点M满足的条件.

3. 与距离有关的最值问题

在运[image: image56.png]2B (ZXXK.COMR LT B




动变化中，动点到直线、圆的[image: image57.png]b 22 2251 RE (ZXXK.COM)




距离会发生变化，在变化过[image: image58.png]2B (ZXXK.COMR LT B




程中，就会出现一些最值问题，如距离最小，最大等常常涉及圆上一点到直线的距离最值问题、切线长最值问题、圆上动点与其他曲线两动点间的距离最值问题、过定点的圆的弦长最值问题等.这些问题常常利用平面几何知识或圆的参数方程或设圆上点的坐标，直接求出最值或转化为函数的最值问题，利用函数求最值的方法求解,与圆有关的长度最值问题有以下题型：[image: image59.png]2B (ZXXK.COMR LT B





①圆外一点
[image: image60.wmf]A

到圆上距离最近为[image: image61.png]b 22 2251 RE (ZXXK.COM)





[image: image62.wmf]AOr
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，最远为
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②过圆内一点的弦最长为圆的直径，最短为该点为中点的弦；

③直线与圆相离，则圆[image: image64.png]2B (ZXXK.COMR LT B




上点到直线的最短距离为圆心到直线的距离
[image: image65.wmf]dr
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，最近为
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④过两定点的所有圆中，面积最小的是以这两个定点为直径端点的圆的面积.

⑤圆上动点与其他曲线两动点间的距离最值问题常转化为圆心与曲线上的动点距离问题，利用两点间距离公[image: image67.png]2B (ZXXK.COMR LT B




式转化二元函数的最值问题，利用消元法转化一元函数在某个区间上的最值问题求解.

例3 在平面直角坐标系
[image: image68.wmf]xOy

中，设点
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为圆
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image73.wmf](2,2)
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思路分析：由首先要看出
[image: image76.wmf](2,2)
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是直线
[image: image77.wmf]240

xy

-+=

上的点，要求
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长度的最小值实质上是求圆上的点到直线的距离的最小值为
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解析：显然
[image: image83.wmf](2,2)
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上的点，圆心
[image: image85.wmf](2,0)

C

，半径为
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，圆心
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到直线
[image: image88.wmf]240
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的距离为
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点评：本题表面上考查两点间距离，实质上由圆的几何性质知，与圆上的点有关的距离的最值问题都要与圆心联系起来，直线与圆相离时，圆心到直线的距离为
[image: image92.wmf]d

，圆半径为
[image: image93.wmf]r

，则圆上的点到直线的距离的最大值为
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，最小值为
[image: image95.wmf]dr
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．另外动点问题，要注意的是动点必在某条曲线上，找到这条曲线后可借助曲线的性质分析、解决问题．

4. 与面积相关的最值问题

与圆的面积的最值问题，一般转化为寻求圆的半径相关的函数关系或者几何图形的关系，借助函数求最值的方法，如配方法，基本不等式法等求解，有时可以通过转化思想，[image: image96.png]b 22 2251 RE (ZXXK.COM)




利用数形结合思想求解.

例4  动圆C经过点
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相切，若动圆C与直线
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思路分析：设出动圆圆心坐标与半径，根据条件找出半径与圆心满足的关系式，利用动圆C与直线
[image: image100.wmf]221
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总有公共点，列出某个量的不等式，求出其取值范围，从而求出圆的半径的取值范围,作出正确选择

【解析】设圆心为
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点评：本题主要考查直线与圆的位置关系、转化与化归思想及运算求解能力，转化与化归思想是解题的关键.

5.圆上点的坐标满足关系式的最值或取值范围[image: image115.png]2B (ZXXK.COMR LT B




问题

本类问题有三种解题思路：

思路1：充分利用所给式子的几何意义，利用数形结合思想解题；

思路2：设所给式子等于z，代入圆的方程化为一元二次方程，利用判别式即可求出参数的范围；

思路3：利用圆的参数方程或消元法化为函数问题，利用函数求最值的方法求最值,注意留下变量的范围.

例5 实数x、y满足
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思路分析：[image: image118.wmf]2
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 表示曲线
[image: image119.wmf]22
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上点到坐标原点距离，故可用消元[image: image120.png]2B (ZXXK.COMR LT B




法[image: image121.png]2B (ZXXK.COMR LT B




化为关于y的函数，再求最值.

解析：由题：
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点评：本题考查了消元法及函数的最值的求法，要掌握本类试题中一些式子的几何意义，如
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表示曲线上点
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与点（a,b）之间距离的平方；
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综上所述，解决与圆相关的最值问题的关键要善于利用数形结合思想，利用几何知识求最值，要善于利用转化与化归思想将最值问题转化为函数的最值求解.

问题的解决

1、设点P(x，y)在圆x2＋(y－1)2＝1上，求
[image: image136.wmf]22
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的最值．
【解析】
[image: image137.wmf]22
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的几何意义是圆上的点与定点(2,0)的距离．

因为圆心(0,1)与定点的距离是
[image: image138.wmf]22
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所以，
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的最小值是
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（1）化为求斜率问题


求
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的最小值．

【解析】法一：令
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 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image144.wmf]=

t，则方程组
[image: image145.wmf]22
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一定有解．消去y，整理得(1＋t2)x2＋2(t2－3t)x＋(t2－6t＋8)＝0有解．所以，Δ＝4(t2－3t)2－4(1＋t2)(t2－6t＋8)≥0，即6t－8≥0，解得t≥eq \f(4,3).故eq \f(y＋2,x＋1)的最小值是eq \f(4,3).

法二：令
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 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image147.wmf]=

k，

则k表示圆上任一点与(－1，－2)点连线的斜率，

∴kx－y＋k－2＝0，

由eq \f(|0－1＋k－2|,\r(k2＋1))≤1，

得k≥eq \f(4,3).

∴eq \f(y＋2,x＋1)的最小值为eq \f(4,3).

（2）化为求圆心到直线距离问题

求直线x－y－2＝0上的点到圆的距离的最值．

解析：圆心为
[image: image148.wmf](0,1)

，到直线
[image: image149.wmf]20
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的距离为
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因此直线上的点和圆上的点的最大距离为
[image: image151.wmf]32
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[image: image152.wmf]32
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（3）化为求圆心到直线距离问题

若圆上有且只有四个点到直线3x－4y＋C＝0的距离为eq \f(1,2)，求C取值范围．

【解析】由题意，圆心(0,1)到直线的距离小于eq \f(1,2)即可，

则eq \f(|－4＋C|,\r(32＋42))＜eq \f(1,2)，

解得eq \f(3,2)＜C＜eq \f(13,2).所以C的取值范围为
[image: image153.wmf]313
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解与圆有关的最值问题，要明确其几何意义：
 (1)
[image: image154.wmf]yb
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表示圆上的点(x，y)与定点(a，b)连线的斜率，直线方程可与圆的方程联立得到关于x的一元二次方程，利用Δ≥0求k的最值；也可用圆心到直线的距离d≤r，求k的最值．

 (2)直线与圆相离时，直线上的点到圆的距离的最大值为d＋r，最小值为d－r.

纵观近几年高考对于圆的的考查，重点放在与圆相关的最值问题上,主要考查与圆相关的参数范围问题和圆相关的长度或面积的最值问题.要求学生有较强的数形结合能力、转化与化归意识和准确的计算能力，才能顺利解答.从实[image: image155.png]2B (ZXXK.COMR LT B




际教学来看，这部分知识是学生掌握最为模糊，看到就头疼的题目.分析原因，除了这类题目的入手确实不易之外，主要是学生没有形成解题的模式和套路，以至于遇到类似的题目便产生畏惧心理.本文就高中阶段出现这类问题加以类型的总结和方法的探讨.
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