数学解题教学中变式的意义和发展
课程改革离不开优良教育传统的承继与发展。变式，尤其是解题教学中的变式(　顾泠沅　先生将其归为过程性变式[1]，具有鲜明的中国特色，成为我国数学教学的一个优良传统。近期，　郑毓信　先生也在多文中指出，应关注变式教学的现代发展。为此，笔者也提出一些管见，与方家探讨。　　
 一、解题教学中变式的做法与意义　　
解题教学中的变式，在不同的阶段具有不同的作用和意义。　　
(一)解题过程中的变式是问题解决的有效铺垫　　
数学教学离不开解题。课堂上的例习题一般有两类：一类是直接套用刚学习的规则、公式、命题等，目的在于记忆有关规则、公式、命题和巩固相关技能；另一类则需要通过适当的尝试、猜测、转化等手段逐步探索其解。显然，后一类例习题关注了学生分析问题、解决问题能力的培养，有助于提升学生的思维水平。面对后一类例习题，教学过程中，教师多习惯于逐步引导学生对问题或者问题中的各个对象(如图形等)进行变式，从而获得问题的结论或者获得关于解决问题思路的某种启示。当然，根据教师对问题解决的理解和预见，可能导向不同的变式，如可以是等价的变式，将问题转化归结(化归)成一个学生比较熟悉的相对简单的问题，也可以是不等价的变式(如一般化、特殊化、具体化、类似化等)，得到另一个相关的问题，再从这一相关问题的解答过程或者结论中，通过归纳或者类比等迁移得到原问题的结论或者某种解题的启示。总之，这样的变式，成为问题解决的有效铺垫，．，师生“不经意”地解决了问题。　　
(二)解后反思中的变式是深化理解的有效途径　　
解题不是目的，通过解题深化学生对知识的理解，提升学生的思维水平，从而积累解题经验、发展能力，才是解题的目的。因此，教师比较重视解决问题后的回顾反思。反思有很多方面，如：回顾结论，使结论更为可靠、精致；反思结论的运用与变化，产生各种变式问题，从而加强知识联结，形成系统性的知识，提高学生对知识的理解水平；反思方法，通过对方法的分析与比较，揭示蕴涵于其中的思想方法以及各自的特点、适用范围等，拓展学生对这些方法的认识，优化解法。因此，解后反思中的变式是深化理解的有效途径。　　
(三)习题配置中的变式是提高效率的有效手段　　
 解题过程中的变式和解题之后的变式，都是针对具体例习题的，而课堂(特别是一些复习课、练习课)可能是由一系列层次递进的例习题串联而成的，有经验的教师往往从某个例习题出发通过逐步变式得到一系列问题。这就是课堂例习题设计中的变式。　　
通过变式设计的例习题，从文字到内涵都有很多“交集’’，前面例习题的部分题目信息可以直接推移到后续的例习题中，因而，可以节约学生审题的时间，提高课堂容量。通过变式设计的例习题，可以知道相互之间在具体背景、研究对象以及研究方法等多个方面存在着各种各样的内在联系(对象全同、从属或者相似，方法类似、并列或递进，等等)。正因为这种内在的联系，便于师生在课堂上对相关例习题进行总结，从而提升学生对相关知识和方法的理解。也就是说，巧妙地运用变式设计例习题，不仅可以提高课堂容量，还便于总结提升。可以从量和质两个方面提高课堂教学效益。　　
二、解题教学中变式的现代发展——让学生自主变式　　
谈及变式教学的现代发展，郑毓信先生指出：我们更应强调变式的共同本质：“变化中求不变，，、“求变以突出其中的不变因素"。[2]笔者十分赞同这样的观点：变化绝对不是目的，而是希望通过变化深化理解，揭示共性，获得更高层次的统一与发展。以上这些可能还是我国传统变式教学的故有特点、直有之义，只是可能过去总结、强调得不够而已。笔者认为，解题教学中变式的现代发展，应关注学生学习方式的转变、问题提出能力的提高。变式，不要仅仅停留于教师通过设计变式例习题使得课堂流畅，通过解题过程中的变式不经意地解决了例习题，通过解题后变式拓展问题、深化理解，还需要让学生感受教师设计例习题的意义与方法，逐步学会自主地通过变式解决问题，自主地进行解后的反思与变式，生化出更多的习题。一句话，应力图由教师的变式发展为学生的自主变式，让学生学会自主变式，在知道“为什么要变”、“如何变”的情况下，逐步实现“我也能变”、“我要变”，形成自我变式的习惯和能力。这也就形成了变式教学韵现代发展方向：让学生自主变式，使变式成为学生的学习习惯。　　
当然，让学生自主变式，并非教师的一相情愿，需要分析其可行性。　　    变式过程实际上是一个命题的推演过程。根据皮亚杰的儿童智力发展理论，中学阶段学生将逐步由具体运算阶段(7—12岁)过渡到形式运算阶段(12—17岁)，这一阶段学生能够进行形式化的命题学习，而且能进行一定程度的自我反省，因此，该阶段学生具有了自主变式的认知基础。　　
 三、引领学生自主变式的一些做法　　
学生变式不是自发的，需要引领。　　
(一)有意外显变式的过程与方法　　
不管是解题过程中的变式、解后反思的变式，还是课堂例习题的变式与拓展，教师都应“有意无意"地外显这样的变式过程与方法，让听者能清楚地知道教师是如何逐步变化过来的、各个变式(例习题)之间是什么关系。　　
 为此，教学中可能就需要在各个变式之间增设一些过渡性的语言，明晰各个变式之间的关系。    　　
 当然，这些过渡性的语言，指向不要过于具体(指向过于具体虽然可能对学生帮助最为直接，但无法迁移运用于其他情境，反而难形成学生的变式能力和问题解决能力)，可以指出一个方向或者在指出方向的基础上再具体化，也就是说，这样的指向应是普适的、自然的。例如，解题后经常提请学生思考：“还能求什么”、“如果这个条件不具备，结果又如何"、“这个条件改一改，还具有这个结果吗，还可能得到什么结论”、“如果将条件、结论对换，得到的命题如何’’、 “如果将对象换成××，就得到下面的例题了”等等。如：研究了关于椭圆的某个命题后，依次提出“对于椭圆有这样的结论，如果研究对象改变一下，是否还有这样的结论呢”、“我们不妨研究个特殊的一——圆’’、“我们不妨研究一个类似的图形——双曲线”，从而过渡到圆、双曲线等的研究；在解题过程中，常常提出“要求这个结论，你见过类似的结论吗”、“你能构造出某个图形，便于求出这个结论吗”、“通过其他什么量(或图形)，可以得到这个结论”。　　
教学中，还应注意通过各种方式凸显这些过渡性的语言，如适当加重语气、用彩色粉笔板书．，如果使用课件，可以在课件中将这样的话语凸显出来，课堂结束时，通过适当的图表(或标记)将有关例习题之间的关系呈现在黑板上或课件上。　　
此外，仅仅借助日常教学长期有意无意的外显，还不能形成全体学生的变式能力，教学中，可能还需要适时对变式的方法进行总结提炼，如可以安排某几节课专门以问题为出发点，展开变式，并在此过程中明晰变式的常用方法，如解题变式中的等价转化、特殊化、一般化、分解、重组等，解后变式中的条件变式、结论延展、逆向思考、背景迁移、对象拓广、类比泛化等。　　
(二)加强学习指导，确保学生感知变式　　
外显的变式的过程与方法得不到学生的感知，也等于没用，因此，教师需要对学生加强听课指导。笔者在中学教学期间，指导学生学习时，曾这样形容数学习题课：每堂课都是一个有机的生命体，有血有肉，其中一个个具体的习题，就是这个生命体中的一块块肉，而将这些分散的一块块肉连接起来的过渡性语言，则是课堂上的骨架，蕴涵在这些具体问题解决过程中的思想方法则成为充满整个身体的血液。作为学生，仅仅会解一个个具体的习题，感受不到题目之间的内在联系，没能形成对知识的整体感知，获得的只是一堆死肉。只有了解了题目之间的关系，听明白了教师各个环节之间的连接语、过渡性语言，才算了解了知识的结构。但仅仅是形式上记忆这些过渡性语言，得到的可能还只是一具“木乃伊”，只有从实质上了解了题目之间的内在联系(这些题目是如何变化而来的，这样造成了方法上的什么变化，变化中又可能有什么本质的联系等)，得到的才是一个活生生的生命体，这样的数学学习才是有效的。因此，听课中不要仅仅关注各个题目，还要关注题目之间的联系、蕴涵在不同题目中的解题方法、蕴涵在不同题目中的共有本质等。而这些联系往往发生在教学环节转换时，教师一般会有语言强化，善于听课的学生应该注意听这些转换性、过渡性语言，并将这样的关系记录、整理下来。　　
(三)明确要求，让学生习惯变式　　
变式固然有效，但让学生养成变式的习惯并非易事，正如波利亚在指出学生解后反思的现状时所说：“即便是相当优秀的学生，在得到题目的解答，并将整个论证简洁地写下来以后，也会合上书，去找别的事做。’’[4]因此，教师需要加强对学生变式的督促，逐步将变式作为对学生的日常要求。　　
例如，在总结了有关变式方法的基础上，布置作业：提供给学生某个习题(或学生自选习题)，要求学生在解决该题的基础上，给出几个变式，并说明变式的方法，然后，对学生的变式状况进行评析、交流，在交流中让学生感受变式的成功，感受变式方法的多样，增强变式的信心，以后逐步提高变式的要求，如提出变式的数量要求，提出变式的视角要求等。此外，变式不仅可以作为日常学习要求，还可以作为考查要求，在学生具备一定的变式经验后，可以在期中、期末考查中出一些变式考题，并根据学生变式的状况进行评分。　　
十余年前，笔者在中学教学期间，对初三学生的试卷订正提出这样的要求：订正，说明原来错误的原因是什么、困难何在，现在如何克服，本题还有哪些视角，这些不同方法之间有什么关系，至少给出两个变式题(在初始阶段学生不很适应，要求可以降低一些，哪怕改个数据也行，逐步提高教学要求)。从高考情况看，效果是明显的，优分率和平均分都居当地之首。　　
实际上，学生形成变式的习惯之时，也是学生跳出题海、自主学习之时。在日益严峻的高考、中考竞争中，面对铺天盖地的学辅材料．很多学生整日深陷于题海，学习是被动的、痛苦的、无效的。实际上，题海中存在着大量的简单重复，让学生不加选择地练习，实在不负责任；过量的练习，学生只是机械地完成任务，没有时间反省，当然也就难有提升。而让学生逐步学会变式，通过对适量典型题目的变式，概括总结一类问题的解决策略，这样的劳动才是高效的，这样的学习才是自主的，学生获得的才可能不仅仅是数学学习成绩的提升，还有学习能力的提升。　　
 当然，让学生习惯于变式，并非一日之功，需要循序渐进、小步慢走；此外，要注意给学生一个较宽松的氛围，在过重的学业负担下，学生更多的是完成任务，难能实现真正意义上的变式。　　
 总之，让学生自主变式是我国解题教学中变式这一优良传统的自然延伸和发展，但在不同的年龄段如何逐步实施、可能有哪些困惑，尚需广大教师探索。　　
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