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一 类定理及证明的统一与应用 

邵亚明 邹小丹 (江苏省常州市新桥 中学 213032) 

文 Ell给出了有关圆锥曲线的八个定理．这 

八个定理归纳出了圆锥曲线的一个统一性质，故 

猜想它们也应该有统一的表示形式，笔者通过钻 

研后对其进行总结，归纳出以下定理． 

定理 1 设点 F是圆锥曲线的一个焦点，过 

F的弦AB(在双曲线中点A，B在同一支上)与焦 

， 一 1 — 

点所在轴的夹角为 ， ∈ (0，詈l，l AF l一 ＼ 厶 

l FB 1( > 1)，e是离心率，焦点 F到对应准线 

、 一 1 

的 距 离 为 P， 则 cos 0 一 _̂ ， 

一前  1一f _{l 
若A，B分别在双曲线的两支上，则有ecos 

一  一  
‘ 

文El3中的结论十分优美，证明方法与过程 

也具有一定的巧妙性，利用公式能解决一部分有 

关焦点弦问题．但这一方法不易推广，对基础较为 

薄弱的学生来说，在考试时证明这一结论也是有 

一 定困难的，且对八个结论公式的记忆难免会出 

现错误．笔者对其进行统一后，再给出它的更一般 

的证明方法． 

证明 如 图 1的曲线 

表示圆锥 曲线的一部分，F 

是它的一个 焦点 ，Z是 它所 

对应的准线， 是焦点所在 

对称轴 ，Z与 相交于点 E， 

过 F的弦AB与曲线分别交 

于A，B两点，分别作点A在 

， 

A／  M 

f E N 

＼ ＼  

图 1 

z与m上的射影为M，N，则由题意可知 AFN 

一  

． 

由圆锥曲线的第二定义得： 

AF 一 M 一 N — (EF + FN )一 e(p+ 

AT"cOs 所以AF一『二 ．(*) 

同理可得，FB—r ．(**) 

由 l AF l— }FB J，得 

ep ～ p 
一  ’ 

故(1+ )ecos 一 一1，即 eCOS 一 ． 

则AB=AF+FB—F  一 

一

( ) 
同理可证点 A，B分别在双曲线的两支上的 

情形． 

在上述证明过程中，得出两个焦半径的长AF 

与BF的两个式子(*)与(**)看似极坐标方 

程，其实不然．在证明过程中并未建立极坐标系， 

甚至也没有建立直角坐标系，仅利用了圆锥曲线 

的统一定义，整个证明过程只是将圆锥曲线上的 

点到对应准线的距离平移转化到了焦点所在轴 

上，这是证明的关键；再通过其与焦点所在轴所成 

的角 ，能很容易表示 出这里的各条线段长 ，进而使 

问题得以解决．这一方法更具普遍性与一般性．结 

论故然重要，但过程更为关键，它仅用了圆锥曲线 

的统一定义，更易让学生接受与掌握．利用这一定 

理的证明思想，在高考中解决与焦点弦长或焦半 

径的有关问题更是快捷、方便，可以真正做到迎刃 

而解．现举数例说明如下． 

例 1 (2010·重庆)已知以 F为焦点的抛物 

线y。=4x上的两点A，B满足AF一3FB，则弦AB 

的中点到准线的距离为 ． 

分析 弦 AB 的中点 P 到准线的距离为 

÷AB．设 PF —a(注意将A，B两点到对应准 

线距离平移到 轴上，以下相同，略)，则易得AF 
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一 -  一 ，BF 
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一  系 z 中，椭 圆 
a

+ 一1(n>6>0)的左、右焦 
l十  D 

所以AB—AF+BF：：： ．故弦AB的中点到 

准线的距离为要． 

例 2 (2011·四 川理 科 )椭 圆有 两 顶 点 

A(一1，0)，B(1，0)，过其焦点 F(0，1)的直线 l与 

椭圆交于C，D两点，并与 轴交于点P．直线 AC 

与直线BD交于点Q．当cD一要 时，求直线l的 

方程． 

分析 如图 2，已知点 

F(O，1)，要 求 直 线 Z的方 

程，只需要求 z的斜率即倾 

斜角．设 PFo—a，利用上 

述 方 法 可 以 求 得 CF 一 

『= ecos一 与 1一 a 一cos a 

l 

一  

图 2 

DF-- ．即 ∞ 一 

一 -耋_ ，便可求出c。s a一_4了g，进而可求出z的斜率 

志~-tan(号+ )一一 ，则直线z的方程为 === 
一  

z+ 1． 

例 3 (2011·浙江理科)设 F ，F。分别为椭 

圆等+ 一1的左、右焦点，A A，B在椭圆上，若 
一 5 F2／5，则点A的坐标是

— —

． 

分析 设 AF 一 ，由 一5一FzB
，可知 

F1A ∥ F2B，即 BF2 —a，所 以 F1A 一 

—  一 —  ，FzB ：：= 一1 
一 eCOS a 一 cos 1+ el2os 

， 
测cos a一譬．cos √3+√2 a 

故z 一z， +F A．c。s ===— + × 一 

0， A一 ±F1Asin a===±1，即A(0，±1)． 

例4 (2012．江苏)如图3，在平面直角坐标 

点分别为 F (一 C，O)，F (c，O)，已知点(1，8)和 

(e， )都在椭圆上，其中e为椭圆的离心率． 
(1)略． 

(2)设A，B是椭圆上位于 轴上方的两点， 

且直线 AF 与直线 BF。平行，AF。与 BF 交于 

点 P， 

(i)若 AF1一BF 2一 

2，求直线 AF 的斜率； 

(ii)略． 

分 析 (2)(i) 设 

xFlA—a∈ (0，兀)，则 

～  

＼Fl O F 

～  ． 

图 3 

AF 一 -  一 一 
1 —— ecos d 

． NNBF
COS 

z 一  

COS

． 

√2一 a √2+ 

所以 t一 z一 一志 一 
一  

2一 COS a 2’ 

即cos 一 (舍)或 os。一 ． 

因为 a∈ (0，7r)，所 以 尼一tan口=== -8 -． 
厶 

当一个椭圆确定时，过其一个焦点的焦半径 

或焦点弦可由两个量来确定，一个是焦半径或焦 

点弦的一个端点坐标，这也就可以用大家所熟悉 

的焦半径公式来处理，另一个就是焦半径或焦点 

弦所在直线的斜率(或倾斜角)来确定，这就是本 

文所阐述的方法来源，也是此法的灵魂所在．而往 

往与焦半径或焦点弦长有关问题都可 以用这一方 

法来处理，并得到事半功倍的效果，大家何乐而不 

为呢?当然这只是笔者一家之言，如有不当之处 

还请各位专家、同仁斧正． 
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