椭圆中面积最值问题的解题策略

佘谱颖 常州市武进区礼嘉中学 常州市武进区礼嘉新东街213号

椭圆中几何量的研究一直是高考的热点问题之一，椭圆背景下的面积问题，是椭圆性质的进一步应用，根据问题中几何元素在变化过程中的互相联系、制约的关系，找到构建面积的合理途径，并设法简化表达式，将问题转化为常见的函数模型，从而求出面积的取值范围或最值，解决过程中综合了数形结合思想、函数与方程思想、化归与转化思想等多种数学思想方法。现以椭圆中面积的最值问题来探索一下这类解析几何问题的常见处理方法。

例1：如图1，已知椭圆
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，点A，B分别是椭圆的上顶点和右顶点，过原点的直线与线段AB相交于点D，且与椭圆交于E、F两点（与A，B两点不重合），求四边形AEBF面积的最大值．
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（图1）

在高中阶段求解三角形的面积，可从以下几点出发：①
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。但是在利用三角形面积公式求解四边形面积时，一般需要对四边形进行分割，常见的分割方法是对角线。
解法一：以EF为分割线，将四边形AEBF分割成ΔAEF与ΔBEF，面积公式选用
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，以EF为底，高分别为A、B点到EF的距离，于是有如下解法：

设直线EF的斜率为
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联立直线EF方程与椭圆方程：
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设
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其中：
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四边形


要求四边形AEBF面积的最大值，即求
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的最大值，常用的两种求最值方法分别为基本不等式法和导数法，分别为：

方法一（基本不等式法）：
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当且仅当
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时，取等，此时四边形AEBF的面积最大为
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方法二（导数法）：

不妨设
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所以函数
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，即四边形AEBF的面积最大为
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解法二：以AB为分割线，将四边形AEBF分割成ΔEAB与ΔFAB，面积公式选用
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，以AB为底，高分别为E、F点到AB的距离，于是有如下解法：

由
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设直线EF的斜率为
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联立直线EF方程与椭圆方程：
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可得
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点E在直线AB上方，则
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，点E到直线AB的距离为：
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点F在直线AB下方，则
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要求四边形AEBF面积的最大值，即求
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解法三：上述两种方法都是将四边形分割成两个三角形，选用
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要求四边形AEBF面积的最大值，即求
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的最大值，我们可以通过基本不等式法、线性规划（截距）、椭圆参数方程、隐函数求导法求解，具体如下：

方法一（基本不等式）：
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当且仅当
[image: image68.wmf]0

0

3

2

y

x

=

时取等，此时E点坐标为
[image: image69.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

,

2

6

，

。

方法二（线性规划）：不妨令
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方法三（隐函数求导法）：结合方法二，我们发现当椭圆在E点处的切线与直线AB（
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椭圆上一点处的导函数为：
[image: image83.wmf](

)

(

)

(

)

'

1

4

'

3

'

2

2

=

+

y

x

，即
[image: image84.wmf]0

4

'

2

3

2

=

·

+

y

y

x


将
[image: image85.wmf])

,

(

0

0

y

x

E

代入，则
[image: image86.wmf]0

0

0

0

3

4

'

0

4

'

2

3

2

y

x

y

y

y

x

-

=

Þ

=

·

+
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所以当E点坐标为
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方法四（椭圆的参数方程）：根据椭圆的参数方程，设
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例2：如图2，在平面直角坐标系
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本题求四边形ABCD面积的最小值，分割方式与例1相同，得到
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解法一：①当直线AC与直线BD中有一条直线斜率不存在时：
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②设AC的直线方程为
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联立直线方程与椭圆方程：
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其中：
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同理可得
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求S的最小值，有以下几种方法：

方法一（基本不等式法）：
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当且仅当
[image: image119.wmf]k
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时取等，即直线AC与直线BD的斜率为-1或1时，S最小。

方法二（换元法）：

令
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则
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解法二：选用焦半径的倾斜角式，用倾斜角
[image: image126.wmf]q

表示出弦长AC及弦长BD，构造出面积
[image: image127.wmf]S

关于
[image: image128.wmf]q

的函数，下面简单介绍一下焦半径的倾斜角公式：

如图3，
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[image: image130.wmf])

0

(

1

2

2

2

2

>

>

=

+

b

a

b

y

a

x

的左焦点，AB是过焦点的弦且直线AB倾斜角为
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（图3）

根据焦半径的倾斜角式，设AC的倾斜角为
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则：
[image: image139.wmf]q

q

cos

2

3

cos

A

2

1

-

=

-

=

c

a

b

F

，
[image: image140.wmf]q

q

cos

2

3

cos

C

2

1

+

=

+

=

c

a

b

F



[image: image141.wmf]q

q

q

2

1

1

cos

4

12

cos

2

3

cos

2

3

-

=

+

+

-

=

+

=

CF

AF

AC


同理：
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根据基本不等式，
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时取等，即
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，通过焦半径的倾斜角式，用倾斜角
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表示出弦长AC及弦长BD，构造出面积
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关于
[image: image151.wmf]q

的函数，相比较于例2的解法一，计算量小，求解最值方便快捷。

通过上述2道例题可以发现，解析几何题常见处理方法有两种：一是设椭圆上动点的坐标；二是设动直线的斜率，然后联立椭圆方程求解。构造函数之后，常见处理方式如下：

（1） 消元、换元，复杂函数化简为初等函数，利用初等函数的图像来解决；

（2） 运用基本不等式；

（3） 线性规划；

（4） 导数法（隐函数求导）；

（5） 椭圆的参数方程。
椭圆中面积最值问题只是平面解析几何中的一小部分，平面解析几何变换多，思维广，计算量大，因此需要我们在平时的学习中不断积累经验，反思方法，增强计算能力。
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