换元开门，蝴蝶自来
——一道模拟调研填空题的多视角求解

美国著名数学教育家波利亚说过，掌握数学就意味着要善于解题.当遇到一个新问题，总想用熟悉的题型去“套”，这仅仅只是解出来，并没有真正意义上弄懂它，只有对数学思想方法理解透彻，会举一反三时，才能提出新看法、巧解法.近年数学高考十分重视对于数学思想方法的考查，尤其突出对能力的考查，其解答过程都蕴含着重要的数学思想方法.我们要有意识地应用数学思想方法去分析问题、解决问题.高中数学思想方法有很多，这里重点说说换元法.
换元法又称为“变量代换法、辅助元素法”.换元的实质是转化，关键是构造元和设元，理论依据是等价代换，目的是变换对象，将问题转化在新对象的知识背景下去研究， 把分散的条件联系起来，把隐含的条件显露出来，把条件和结论联系起来，把非标准问题标准化，复杂问题简单化，陌生问题熟悉化[1].本文将以南通等市的2016届高三调研卷上的一道填空题为例，浅谈几种换元法的妙用.

1试题呈现
题目（南通市、扬州市、淮安市、宿迁市、泰州市2016届高三第二次调研测试填空题13）



设实数满足则的最小值是_______．
2解法探究

2.1目标换元法
处理最值时，通常将目标函数看作一个未知变元，通过它与已知条件建立等式或不等式.




解：令则代入化简得



令则在上有解.


注意，当时，故只需要






解得此时符合.故的最小值是


评注：本解法实际上经过了2次换元，第1次从目标函数入手，通过消元，建立的新关系；第2次换元是降次，关于的四次方程难以解决，于是考虑换元成熟悉的二次，但在此过程中，需要再次注意新元的范围，后面是一个二次方程有解问题，易错.开头的目标换元应该是学生比较容易想到的，在线性规划这块用得较多.虽然入手容易，但是后面较难解决.所以很多学生半途而废.

2.2 “1”的妙用
分析：注意到所求的表达式是二次齐次式，而题意条件给出也是齐次式，还是常数1，于是考虑用“1的代换”.



解：由令







则再令则故当且仅当时取.











评注：本题利用“1的代换”变成分式二次型，再上下同时除以，变成单变量这里，解决的最值，除了上述的基本不等式外，还可以利用导数. 令再结合解得，即在上单调增，在上单调减，故

 2.3 比值换元[2]

    如果已知条件为比例式子或者可以看作比例，那么用比值代入可使其简化.本题给出的条件是二元齐次式，不妨引入参数，考虑用正比例函数将两个变量的依存关系表示出来，从而使二元变量的最值问题转化成一元变量的最值.






解：设代入原方程得由于，故即而这样就回到了解法2.以下略.



评注：很明显，经过换元快速将两变量的化简为单变量的相对于解法2，快捷，方便.

2.4 三角换元



三角换元的基本思想是根据已知条件，引入新的变量      三角函数，从而使多元代数问题变成一元三角函数问题（只含有）,接下来利用三角函数的性质或者三角恒等变换等解决问题. 在高中数学解题方法中，三角换元是常见的换元方式，在遇到圆，椭圆，双曲线等方程时均可以考虑三角换元，形如等.



解：即为不妨令则






令则即为
这样就回到了解法1.以下略.

     评注：这里，平方差等于1的三角换元并不经常遇见，换元形式要熟记：

2.5 和差换元





若则可设特别地，若则可设

，这样的换元我们称之为和差换元.



解：令代入化简得





当且仅当时取.





评注：虽然利用和差换元引入新变量但是整个代数式变得简单明了，本解法中的换元巧妙得很，只留下，为后面使用基本不等式做了铺垫.本题若这样换元：得而所求的是的范围，明显难度上升了. 

2.6  极坐标换元

方程所表示的曲线方程是直角坐标系下的双曲线，若将其置于极坐标下会有怎样的形式呢？我们不妨来试一试.


解：以直角坐标系的原点为极点，轴正向为极轴建立极坐标系，令




，代入化简得




令回到了解法2.以下略.
评注：转换视角，置于不同的坐标系，有创意！这个解法精妙之处在于题干和所求均为齐二次式，否则处理难度便会加大.极坐标变换是理科生学习的内容，所以这个解法对于文科生的学习能力要求较高.

2.7  局部换元






解：即为可知构成等比数列，可设从而则


当且仅当时取

评注：应用局部换元法，起到了化繁为简、化难为易的作用。为什么会想到换元，又如何设元?关键是发现题干可以因式分解, 构成等比数列，三者有内在联系而实施换元，这是我们思考局部换元解法时要注意的一点.如果下次遇见类似等差数列的形式也就迎刃而解了.

3 解题反思
至此，笔者给出了一道调研模拟题的7种换元解法.在分析问题时，需要关注条件及所求结论的特点和相互联系，从不同视角寻找问题的突破口. 我们使用换元法解题时要注意以下两点：（1）选择合适的变量进行换元，要遵循有利于运算、有利于标准化的原则；（2）换元后要注重新变量范围的选取，一定要使新变量范围对应于原变量的取值范围，要注意挖掘隐含的限制条件，还要根据题设条件来进一步验证. 换元引参思想内涵丰富，如果学生能掌握上述这些方法，以后遇到类似的二元变量最值问题就可以顺利解决了.

参考文献
[1] 陈跃. 浅谈换元法在求最值问题中的应用[J]. 数学学习与研究，2015(19)：119
[2]傅建红.从一道高考题看二元条件最值问题的求解策略[J].数学教育研究.2011(5)，55-56.
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